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GÉOMÉTRIE DE POSITION 



])EOXIEME PARTIE. 



IMIIÎMIEIIE LIÎÇON. 

Formes fondamentales coUinéaires et réciproques 
de seconde espèce. 



Les syatKuies plans et les gerbes peuvent être rapportés les uns au\ 
antres d'une manière analogue à celle que nous avons employée pour 
les formes fondamentales miiformes. Eo particulier, nous pouvons re- 
produire ici pour les formes fondamentales de seconde espèce nos con- 
sidérations sur la perspectivité des foi'nies fondamentales de première 
espèce. Ainsi nous appellerons perspectifs : 

1" Un système plan et une gerbe, ([uand le système plan est une 
section de la gerbe et, réciproquement, quand la gerbe est une projec- 
tion du système plan ; 

'i" Deux systèmes plans, quand iis sont les sections d'une seule el 
nièjue gerbe; 

"»' Deux gerbes, quiuid elles sunt les iiroj estions d'un seul et nièmc 
système plan. 

L'image ou la projection qu'un paysage plan envoie à notre œil est, 
d'après cela, une gerbe pei-spective à ce paysage. Imaginons que nous 
coupions cette gei'be par un iilan, nous obtenons une représentation 
perspective du paysage ou un deuxième système plan qui est perspectif 
à ce paysage. Enfin le paysage, considéré de deux points différents, 
donne deux projections différentes qui sont évidemment deux gerbes 
peTspecti\'es. 
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Lorsque, dans une série de formes fondamentales de seconde espèce, 
chaque forme est rapportée perspectivement à la suivante, la première 
sera rapportée à !a dernière de la même manière que dans les formes 
fondamentales uniformes, puisqu'à chaque élément de l'une correspond 
un élément déterminé de l'autre ; mais, en générai, ces fonnes ne sont 
plus perspectives. Étant données deux formes fondamentales de seconde 
espèce perspectives, par exemple deux systèmes plans, si Ton dépla^^e 
l'une d'elles par rapport à l'autre, elles restent encore rapportées 
l'une à l'autre, mais elles perdent leur relation de perspecti\ité 'foute- 
fois, elles continuent toujours à conseiTer entre elles une dépendance 
particulière que Môbius a nommée collinêation. Amsi, dans deux 
systèmes plans mnsi rapportés l'un à l'autre, à toute forme linéiùre 
correspond une forme linéaire, atout ftûsceau de rayons un faisceau de 
rayons, à toute courbe avec ses tangentes une courbe avec -les tani^piUes, 
à tout n — angle un n — angle, etc. 

Nous appellerons àoac collinéaires : 

1" Beux systèmes plans 2 et S^ , quand à tout point P de 2 corres- 
pond un point Pi de 2„ et à toute droite 3 de 2 passant par P une 
droite g^ de 2, passant par Pj ; 

2° Un système plan 2 et une gerbe Sj, quand à tout point P de 2 
correspond un rayon pi de Si et k toute droite 3 de 2 passant par P un 
plan Y de Si passant par pi ; 

3" Deux gerbes S et S,, quand à tout rayon /) de S correspond un 
rayon pi de Si et à tout plan y de S passant par p un plan yi de Si pas- 
sant par Pi ; 

Et quand, de plus, à toute série d'éléments se succédant d'une ma- 
nière continue dans l'une des formes correspond une série d'éléments se 
succédant d'une manière continue dans l'autre. 

Nous pouvons aussi, avec Von Staudt, donner de ces conditions une 
définition plus courte, applicable aussi aux systèmes de l'espace, en 
disant : 

Omx formes fondamentales de seconde ou de troisième espèce, rap- 
portées Tune à l'autre, sont dites coUinéaires si deux éléments d'espèce 
différente V et g de Vune, P étant situé sur g, correspondent respec- 
tivement à deux éléments, d'espèce différente P^et gide l'autre, Prêtant 
aussi situé sur g,. 

Il résulte immédiatement de cette définition que ; 

Des formes fondamentales de seconde espèce, qui sont perspectives, 
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sont coîlinéaires. Si deux formes foïidamentales sont collinéaires à 
une troisième, elles sont aussi collinéaires l'une à Vautre. 

II est donc aussi démontré en même temps, que dans une suite de 
fornies fondaïuentales de seconde espèce, dont chacune est perspective 
à la suivante, deux quelconques d'entre elles sont collinéaires, et eu 
particulier la première et la dernière. 

Le mot collinéaire a été employé pour la première fois par Môbius, 
diins son remarquable ouvrage « Der barycentriscke Calcul », pour spé- 
cifier les systèmes plans qui sont rapportés entre eux de la manière qu'on 
vient d'indiquer; cette expression signifie que non seulement toutpomt 
de l'un des systèmes correspond à un point de l'autre, mais aussi que 
toute droite de l'un correspond à une droite de l'autre. On sait en effet 
qu'on peut encore rapporter entre eux deux systèmes plans de telle ma- 
nière, par exemple, qu'à un point de l'un corresponde bien un point de 
l'autre, tandis qu'une droite a pour correspondante une conique, 

La loi de réciprocité ou de dualité déjà énoncée précédemment, mais 
qu'on n'a pas encore démontrée d'une manière générale, nous conduit 
aussi à un autre genre de relation simple entre des formes fondamen- 
tales d'espèce supérieure, à ce qu'on appelle la relation de réciprocité. 

En effet, nous appellerons réciproques : 

1° Deux systèmes plans 2 et 2,, quand à chaque point P de S con'es- 
poud une droite p, de 2i et à chaque droite jr de 2 passant par P, un 
point de G, de 2i situé sur pi ; 

2° Un système plan 2 et une gerbe S„ quand à chaque point P de 2 
correspond un plan iti de Si et à toute di'oite g de 2 passant par P un 
rayon g, de Si situé dans it, ; 

3° Deux gerbes S et Si, quand à tout rayon j de S cori'espond un 
plan Yi de S, et à tout plan s de S passant par g un rayon ei de S, situé 
dans y, ; 

Et quand, de plus, à toute série d'éléments se succédant d'une ma- 
nière continue dans l'une des formes coiTespond une série d'éléments 
se succédant d'une manière continue dans l'autre. 

Nous pouvons donner de cette condition de réciprocité une défini- 
tion plus courte et appUcal)le aussi aux systèmes de l'espace, en 
disant : 

Deux formes fondamentales de seconde ou de troisième espèce, rap- 
portées Vune à l'autre, ^ont dites réciproques, si à deux éléments 
d'espèce différente P et g de Vune P, étant situé sur g, correspondent 
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respectivement deux éléments d'espèce différente, pi et G, de l'autre, 
Pj passant par G,. 

Nous démontrerons qu'une relatioude ce genre est possible, cur son 
existence ne ressort pas bien clairement et du pi-emier coup comme pour 
la coliiiiéalion ; il n'y a qu'un cas où nous l'ayons déjà établie : c'est 
celui où il s'agissait des courbes du second oixlre; nous avons l'ait voir 
eji effet que, par rapport à une conique, à tout point P du plan corres- 
pond une droite, qui estsapoliùrep,, et qu'àtoute droite du plan pas- 
sant par ï' correspond un point situé sur pi, qui est le pèle de cette 
di'oite. 

La déiuoiistration générale renferme celle de la loi de réciprocité ; 
en efl'et, puisque dans les systèmes réciproques de l'espace, par 
exemple, à tout point correspond un plan, toute propriété d'un système 
de points nous donne immédiatement la propriété correspondante du 
système de plans qui est réciproque à ce système de points. 

L'étude des formes fondamentales réciproques pi-ésente du i-estc 
un intérêt et une impoilance tout pai'ticuliers, parce qu'elle com- 
prend celle des formes fondamentales collinéïdres, en tant que la situa- 
tion particulière de ces demières n'entre pas en jeu. Le théorème sui- 
vant fait ressortii' cette liaison : 

Lorsque deux formes fondamentales sont réciproques à une troi- 
sième, elles sont coUinéaires ; et, réciproquement, étant données deux 
formes fondamentales coUinéaires, si fune d'elles est réciproqueà une 
troisième, il en est aussi de même pour Vautre. 

Supposons, pai' exemple, que deux systèmes plans -i et — ^ soient ré- 
ciproques à un tioisième - ; à chaque point P de ce dernier coirespond 
dans chacun des premiers une droite pi et />, et à toute droite 
3 de ï, passant par P, correspond respectivement dans il, et S, 
ini point Cl et G^, dont le prenrier G, est situé sur pi et le second G, sur 
p^. Donc à toute droite p, de 2, correspond une di'oite p, de 2, et à tout 
point G, de il, situé sur p,, correspond un point G, de \, situé sur p, ; 
c'est-à-dire que S, et 2^ sont coUinéaires. On étendra d'une manière 
analogue la première et la seconde partie de ce théorème aux autres cas; 
on peut toutefois les ramener immédiatement à celui qu'on vient de 
traiter, en remarquant qu'à toute gerbe on peut substituer l'une de ses 
sections planes. 

Deux formes fondamentales coUinéaires ou réciproques sont aussi 
appelées projectives, pai'ce qu'à toute forme harmonique dans, l'une 



y Google 



FORMES FOSDAMRNTALES nOLLlNEAITtES ET RFXIP ROQUES. 'i 

correspond une forme harmonique dans l'autre. En effet, soient-, pai' 
exemple, A, B,C, D quatre points harmoniques d'un système plan S, et 
a,, b^, c„ rf, les quatre rayons correspondants d'un système plan S, l'écl- 
proque à S. Les rayons a„ b,, c„ d, doivent tout d'ahord passer par nu 
même point U, (fig. 1), puisque A, B, C, D sont situés sur une m^mo 
droite w. Tout qoadrangle KLM?1 de 2 dans lequel un couple de côtés 
opposés se coupent en A et un autre couple en C, tandis que les deu\ 
côtés restants passent respectivement par B et D, a pour correspondant 
dans S, un quadrilatère h,l,m,ni, dont deux sommets opposés sont 
situés sur «, et Cx et dont les deux autres sont respectivement sur b^ et tî, , 
En conséquence, m,, b,. Cu rf, sont réellement quatre rayons harmo- 




niques (I, page 45) '. (lomme exercice, nous conseillons au lecleiu' de 
chercher la démonstration correspond an le pour les systèmes colli- 
néaires, hien qu'elle soit comprise dans celie que nous venons de 
donner. 

On déduit de ce théorème que : 

Deux formes fondamentales uniformes, qm se correspondent dans 
des formes fondamentales coUïnpairex om réciproques, sont prnjei-- 
tives. 

En effet, les deux formes simples se trouvent rapportées l'une h. 
l'autre de te!le manière qu'à quatre éléments harmoniques de l'une 
correspondent toujotirs quatre éléments harmoniques de l'autre. 






1b première partie seront tf 



l'.hifTre H s'appliquera à ceux de la 



implemptit indiqués pnv \p- tliif 
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d GEOMETRIE DE POSITION. 

Ce théorème nous doiiiieun moyen facile de rapporter projectivemeni 
l'une à l'autre deux formes fondamentales de seconde espèce. Suppo- 
sons, par exemple, qu'il s'agisse de rapporter réciproquement entre eux 
deux systèmes plans 2 et 2^; il faut qu'à tout point de 2 con-esponde 
un rayon de 2^, à toute ponctuelle de 2 un faisceau pi-ojectif de rayons 
de 2j et réciproquement. Pour cela, nous prenons dans 2 (fig. 2} deux 
ponctuelles w et « et nous leur faisons correspondre dans 2, deux fais- 
ceaux quelconques de rayons u^ et v„ en rapportant projectivement u k 
Uj et ti à V, de telle soite que le point P commun à, m et r ait pour corres- 
pondant le rayon pi commun à U, et V,. Tout rayon fc de 2, qui ne passe 
pas par P, coupe alors chacune des droites w et i; suivant les points 
A et D. auxquels cofresponrlent respectivement les rayons a, et d, dans 




les ffdsceaux U, et Vi de 2, ; et leur point d'intersection K, est le point 
qui correspond au rayon k. A tous les rayons passant par un point S 
correspondent tous les points d'une droite s, ; en effet, les ponctuelles n 
et V sont rapportées perspectivement l'une à l'autre par le faisceau de 
rayons S, de telle manière qu'elles ont le point P correspondant com- 
mun ; donc les faisceaux de i-ayons TJ, et Vj sont projectifs et ils ont !e 
rayon /}, correspondant commun. Ils sont donc aussi en perepective et 
engendrent une forme rectiligne s^ qui correspond au faisceau S. 

On Yoit ainsi que, par le moyen de la correspondance étaJjlie entre 
les formes u et U, et v et \„ à tout rayon k de 2 correspond un point 
Kl de 2i, à tout point S situé sur k un rayon s, passant par Kj et que par 
conséquent 2 et 2i sont bien effectivement rapportés réciproquement 
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eiiti-e pux. Comme on peut toujours, d'après ce qui précède, construire 
la forme plane réciproque à uiie forme plane quelconque donnée, la loi 
de réciprocité se trouve démontrée à nouveau pour les systèmes plans 
ou, comme nous allons le voir, pour les fonnesfondamentales de seconde 
espèce. 

Pour rapporter collinéaireraeiit i'un à l'autre deux systèmes plans 2 
et S^, nous n'aurons qu'à les rapporter réciproquement tous les deux à 
nn troisième, de la manière que nous venons d'indiquer. De là découlent 
les méthodes directes qui suivent ; 

1" Nous prenons arbitrairement dans S et 2^ deux ponctuelles u, v 
et M| , v^ et nous rapportons projcctivcment m à m^ et d à u, de manière 
que le point commun à w et ti cori'esponde au point commun à w, 
et u,, 

2° Nous faisons correspondre deux faisceaux quelconques de rayons, 
tl et V, de S à deux faisceaux arbitrïûres de rayons, U, et V„ de 2^ et 
nous rapportons projectivement 11 à Uj et V à Vj de telle sorte que le 
rayon UV de 2 corresponde au rayon tl^V, de S^. 

On peut donner de ces méthodes une démonstration directe sem- 
blable à celle qu'on a indiquée pour les systèmes réciproques. 

S'il s'agit de rapporter collinéairement ou réciproquement l'une à 
l'autre deux gerbes, ou une gerbe et un système plan, on peut facile- 
ment imaginer des méthodes semblables aux précédentes et démontrer 
leur exactitude. Cependant il est plus simple de ramener ces cas à 
ceux qu'on a déjà traités en remplaçant chaque gerbe par une de ses 
sections planes. C'est ainsi par exemple qu'on obtient ce théorème: 

Pour rapporter réciproquement entre elles deux gerbes S et S,, 
nous pourrons prendre à volonté dans l'une S deux faisceaux de 
rayons a ei p ei dans Vautre S, deux faisceaux de plans «, et fi, et 
rapporter projectivement a. à a^et fj à hi de manière que le rayon 
a.p commun aux faisceaux de rayons ait pour correspondant le plan 
a^b^ commun aux deux faisceaux de plans. De cette manière, à 
chaque élément de la gerbe S correspond un élément déterminé de la 
gerbe S,. 

Celte méthode découle immédiatement de celle que nous avons 
donnée précédemment pour les systèmes plans. 

Pour rapporter réciproquement l'un à l'autre les systèmes 2 et 2, 
(fig. 2), nous avons pris d'une manière tout àfait quelconque les droites 
Met V dans 2 et les points correspondants U, et Vi dans 2,. Nous 
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pouvions rte plus rapporter projectivement w à TJ, et n à V, d'une façon 
enfîèrement arbîtrmre ; il n'y avait qu'une seule condition h remplir, 
c'était que !e point d'intersection «« ou P correspondit à la droiic 
M, V, ou^),. Nous pouvons donc, encore faii'e correspondre deux points 
■quelconques A et B de w à deux rayons quelconques «, et 6, de V, et de 
m^me prendre aui- v deux points quelconques C et D et leur faire cor- 
respondre deux rayons quelconques c, et ri, de V, ; et de cette manière, 
ii chaque élément de 2 correspondra un élément déterminé de -,. Nous 
pouvons évidemment considérer A B C D comme un quadrangle abso- 
lument quelconque du plan 2. puisque nous pouvons y prendre h 
volonté les deux droites uetv et choisir arbitrairement sur ces dernières 
les points A, E et G, D. De même a, b^c, d, peut être regardé comuio 
un quadrilatère pris arbitrairement dans 2,. D'où ce théorème : 

Pour rapporter réciproquement l'un à l'autre deux systèmes plana 
S et 2,, on peut faire coiTespondre arbitrairement les sommets A, B, 
C, D d'un quadrangle quelconque de 2 anœ côtés a, , b^, c^, d^ d'un 
quadrilatère quelconque de \. À chaque illémeni de 2 correspond 
alors un élément déterminé de 2,. 

On peut de même rapporter deux systèmes plans collinéairement 
l'un à l'autre, et d'une seule manière, de façon que deux quadrangles 
ou deux quadrilatères de ces systèmes se con-espondent entre eus d'une 
manière déterminée. Ce théorème peut immédiatement s'étendre d'une 
manière générale à des formes fondamentales quelconques de seconde 
espèce, puisque tous les autres cas peuvent se ramener à ceux que 
nous venons de traiter. Donc : 

Deux formes fondamentales de seconde espèce peuvent toujoum 
être rapportées projectivement l'une à Vautre, arbitrairement et d'uni' 
seule manière, de façon que quatre éléments quelconques de même 
espèce A, B, C, D appartenant à l'une d'elles et dont trois ne font 
jamais partie d'une seule et même forme fondamentale uniforme, 
aient pour correspondants dans l'autre quatre éléments de même 
espèce k,, B,, C,, D, soumis à la même condition. 

Deux éléments correspondants, tels que A et Ai , sont les lieux de 
deux formes fondamentales uniformes et celles-ci peuvent et doivent 
être rapportées projectivement l'une à l'autre de manière que les 
éléments AB, AG et AD aient respectivement pour correspondants 
les éléments Al B„ Ai Ci et Ai D,. On peut encore démontrer directement 
de cette manière l'exactitude du théorème. 
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nEUXIEME LEÇON. 



Courbes qui se correspondent les unes aux autres dans 
les systèmes plans coUinéaires et réciproques. 



Les relations de. collinéation et de réciprocité peuvent être employées 
très fructueusement pour traiisfonDer des formes données, par exemple 
ries courbes et des surfaces, eu d'autres formes. On aiTive souvent pac 
leur moyen à généraliseï des théorème'^ tiou\és d aboid sui des formes 
paiLiculières ; c'est ainsi, pai e\pmple, que beautxmp des piopriétés du 
cercle s'étendent par projection au\ («niques quelconques Nous allons 
faire quelques remarques généiales sui cette tiansfoimation de formes 
données en d'autres formes 

Soient 2 et 2, deux systèmes collméiu-es plans P et P, deux points 
quelconques qui se coiiespondent dan& ces syjleme'i Si P parcourt 
dans S une courbe L P, déciit en même temps dans 2, une ciuirbe 
fcj collinéîùre à k. Si une dioile quelconque g coupe h courbe k en 
n points, ki doit aussi être lencontiee pni h dioite coiiespondante fi, 
en n pointa, c'est-a-dire aux points qui correspondent aux points 
d'intersection de gi et i Si deux de (.es points d inlei-section de g et k 
coïncident, de manièie que H dioite g soit tangente a la courbe k, les 
deux points con-espondants ou se coupent g, et A,, coïncident aussi et 
g^ est tangente à ki ; en même temps les deux pomts de contact sur g 
et (/, sont deux points conespondanls des combes Les tangentes en 
deux points homologues des courbes 7. e( /., sont donc deux rayons 
homologues des systèmes collinéane'ï 2 et i, 4 chaque tangente qu'on 
peut mener d'un point quelconque \ à la courbe A. (oirespond une 
tangente à k, passant pai le pomt homologue \i de 2, de sorte qu'on 
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peut mener autniil. de langentes de A, à k^ que (îe A à k. Si ft passe 
plusieurs fois par un même point de 2, k^ passe un nombre égal de fois 
par le point correspondant de 2, ; ett;. 

On distingue habituellement les courbes planes par leur ordre et. 
leur classe, qu'on définit ainsi : 



Une courbe plane du n' ordre a 
en général n points communs avec 
une droite quelconque de son plan 
et elle ne peut en avoir plus de n. 



Par un point quelconque pris 
dans le plaai d'une courbe de n" 
classe, ou peut en général mener 
n tangentes à la courbe et on ne 
peut en mener plus de n. 



Ceci posé, nous. pouvons réunir les plus importants des tliéorèmes 
qui précèdent, dans l'énoncé suivant: 

Deux courbesket kj, qui se correspondent dans deux systèmes colli- 
néaires plans, sont de même ordi'e et de inême classe. A tout point 
multiple de k correspond un point multiple de même ordre sur k, ; 
de même, à toute tangente multiple de k correspond une tangente mul- 
tiple semblable de k;. 

Si la courbe plane k est décrite par un point P et si en même temps 
le faisceau fomié par ses tangentes est décrit par la tangente p en ce 
point, le point P se meut d'une manière continue sur la droitep, tandis 
que p tounie d'une manière continue autour de P dans le plan de la 
courbe ; la com'be k, collinéaire à k et son faisceau de tangentes seront 
décrits de même par le point Pj et la tangente p, qui coiTespondent 
respectivement aux éléments P et p. Si, maintenant dans une position 
détermmee u le sens de la lotation de la tangente p autour de P vient 
\ chinger, on dit que « est une tanqente itafiommire tangente 
d inflexion et le point de conta t de w i reçu le nom de point 
d inflexion de H couibe / Si d autie paît le pomt R duis une de 
ses positions R change le sens de son mouvement sur j*, on dit que 
R est un point stationnaire ou un point dr ■> ebi oussunent de la 
couibe k A toute tangente d inflexion e \ tout point de lebiou&se- 
ment de A. coiiespondent lespectivement une tingente dmflexion et 
un point de lebiou&scment de la couibe A., collmétue a l 

ÙM k est une couibe du second ordre A^ est aussi une courbe du 
second oïdie il est f^uîe de démontiei que non seulement / a en 
f énéi d lomme A deu\ pomts ctnimuns i\ec toute dioilc qii h 
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coupe, majs encore que ces courbes jouissent l'une par rapport à Tauti-e 
de la propriété d'être projectives. En effet, si k est engendrée par 
deux faisceaux projeetifs de rayons A et B, k, sera engendrée de même 
par les deux faisceaux coiTespondants A, et B, ; et l'on a; k, y\B„ 
puisque A 7\ Aj, B ^ B, et A 7\ B, de sorte qu'on peut regarder k^ 
comme !a forme engendrée pai- deux faisceaux projeetifs de rayons. 
On voit d'api-ès cela que : 

Deux courbes du second ordre, qui se correspondent dans des 
systèmes pians coUinéaîres , sont projectivement rapportées l'une à 
l'autre. 
Ce théorème admet aussi une réciproque que voici : 
Deux courbes projectives du second ordre peuvent toujours êtreconsi- 
dérées comme des courbes homologues de deux systèmes plans colli- 
néaires. 

Spient,en effet, A, B, C trois points de la première courbe k et A,, 
B|, C, les trois points qui leur correspondent respectivement sur la 
seconde courbe k^ ; soit de plus D le pôle de AB par rapport à k et 
Di celui de A|B, par rapport à la courbe k, . Si les courbes appartiennent 
à deux systèmes coîlinéairea pians qui se correspondent, les tangentes 
à fc en A et B doivent correspondre aux tangente'* a k, en At et B, , et par 
conséquent les points D et Dj sont ausbi deux points homologues des 
systèmes coliinéaires. Or, on peut maintenant d une manière effective 
rapporter collinéairement l'un à l'autre les systèmes plans dans les- 
quels, se trouvent les courbes, de manièie qu'aux quatre points 
A, B, C,D de l'un d'eux correspondent le&pectivement les quatre points 
Aj, B|, C, D, de l'autre ; à la courbe k, qui passe par G et qui est tan- 
gente en A et B aux droites DA et DB correspond ainsi la courbe ki qui 
passe par G, et qui est tangente en A, et B, aux droites D,A, et D,B,, 
La collinéation des deux systèmes plans se trouve de la sorte établie 
complètement et d'une seule manière par le moyen des deux courbes 
projectives; et deux éléments qui sont conjugués ou rapportés l'un à 
l'autre par rapport à l'une des courbes ont pour correspondants deux 
éléments conjugués ou correspondants l'un à l'autre par rapport à l'autre 
courbe. 

Quand deux s>btèmes plans s et s, sont rapportés collinéairement 
entieeuY, la dtoite de î'infmi dans l'un d'eux a généralement pour cor- 
respondante dans l'autre une droite propre (ju'on appelle Vaxe opposé 
de Fdutie s^btème. A deux droites parallèles de l'un des systèmes plans 
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correspondent toujours deux droites qui se coupent sur l'axe opposé de 
l'autre système plan. Deux courbes collinéaires planes, bien qu'étant 
(lu même ordre et de la même classe, peuvent donc différer essentiel- 
lement l'une de l'autre en ce qui regarde leurs points à l'infini ; en effet, 
aux points à l'infini de l'une d'elles correspondent les points que l'autre 
courbe a en commun avec l'axe opposé de son plan, et aux asymptotes 
d'une courbe, c'est-à-dire aux tangentes à ses points à l'infini, correspon- 
dent en général des tangentes propres de l'autre courbe. Par exemple, 
une ellipse de l'un des plans, coupée par l'axe opposé de ce plan ou 
tangente à cet axe, aura pour courbe correspondante dans l'autre plan 
une hyperbole ou une parabole. 

Nous donnerons le nom d'invariant à toute propriété d'une seule 
fonne géométrique ou à toute relation de différentes formes enti-e elles 
qui ne sera pas altérée par une transformation collinéaire. Par exemple, 
l'ordre et la classe d'une courbe plane sont des invariants; il en est de 
même pour le nombre de leurs points doubles, de leurs points de re- 
broussement, de leui-s tangentes doubles ou de leurs tangentes d'in- 
flexion. Des points ou des rayons hairaoniques ont entre eux une relation 
d'invariance et la même chose a lieu pour les formes élémentaires pro- 
jeetives- Les lelations d'une courbe du second ordre avec son centre et 
ses foyers ne sont pas unariantes, tandis que celles qui se rapporteiii 
aux points ou aux layon^ conjugués par rapport à la courbe, on à un 
point et à sa polaue. le sont. 

Le rappoit enharmonique de quatre points d'une droite ou de quatre 
rayons d'un laisceau du piemier ordre est un invariant. Trois couples 
d'éléments d'une torme elementîùre en involution constituent entre eux 
une relation invariante ; la propriété caractéristique d'un hexagone de 
Pascal est aussi un invariant. — Poncelet avait reconnu d'une façon 
bien nette l'importance des propriétés d'invariance des formes géomé- 
triques et l'avait fait ressortir d'une manière rigoureuse ; il donne à ces 
propriétés la qualification de projectives, parce qu'elles se transmettent 
à toutes les formes collinéaires qu'on peut déduire d'une forme donnée 
par des projections ou des sections. 

Soient s et Si deux systèmes plans réciproques ; à tout point P de 2 
correspond un rayon jjj de 2i. Si P parcourt dans 2, une courbe 
quelconque k, p, décrit en même temps dans 2 une suite continue 
de rayons K^ que nous appellerons uii faisceatt de rayons. Si P s'ap- 
proche d'un point fixe Q de la courbe k, p^ s'approche d'un rayoïi 
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lixe 9, du faisceau £,, et au rayon PQ qui pivote autour de (J corres- 
pond le point p^q^ qui se déplace sur la droite (/,. Enfin, lorsqueP s'ap- 
prochant indéfiniment du point Q, la droite PQ (fig.3) coïncide avec 
une droite fixe, la tangente q au point Q, le point p^ q^ coïncide aussi 
iinalement avec un point fixe, le jioint de contact Q, du rayon i/, qui 
coj'i'espond ainsi à la tangente dont il vient d'être question. (Voir I. 
pages 80-81 .) A tout point Q de la courbe k avec sa tangente q, con'es- 
pond un rayon q^ du faisceau Kj, avec son point de contact Q,, et à une 
suite de tangentes de k se succédant d'une manière continue corres- 
pondent les points de contact de K^ qui se suivent aussi d'une manière 
continue. Kn un mot : au faisceau K de tangentes, qui enveloppent la 
courbe k, correspond une courbe k^ qui est enveloppée pai' le fais- 
ceau Kj. Si /: a n points communs avec une droite quelconque </ de son 




plan, les n rayons corresjiomlauts du faisceau l\[, ou les ii liuigtiites à 
la courbe K.^ passent pai' le point de 2 qui corœspond à la droite y. Lu 
tbéorème suivant a donc lieu d'une manière générale : 

Si deux courbes k et k, se correspondent dans des syslèineu réci- 
proques, l'ordre de l'une est égal à la classe de Vautre. A tout point de 
Vunedes courbes, avec sa tangente, correspond une tangente deVaulre 
courbe avec son point de contact ; à tout point multiple de l'une cor- 
respond une tangente multiple de l'autre et à tout point d'inflexion 
de l'une une tangente de rebroussement de l'autre. 

En particulier, si ft est une courbe du second ordre, k^ est une courbe 
de seconde classe qui est enveloppée par un faisceau de rayons du 
second ordre. Ce faisceau sera engendré par deux ponctuelles projec- 
tives a^ et fe, si la courbe est-elle-mème engendrée par deux faisceaux 
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projectifsde rayons A, etB ; en effet, puisque o, 7\ A et èj /\ B, et que 
de plus A A J^' '1 s'ensuit aussi que a^TX ^i- ^ous avons vu antérieure- 
ment que toute courbe du second ordre est enveloppée par un faisceau 
(le rayons du second ordre et que par conséquent elle est aussi de 
seconde classe ; pour les courbes d'ordre ou de classe plus élevée, une 
pareille coïncidence n'existe plus. 

Des considérations toutes semblables peuvent s'appliquer auï sur- 
faces coniques qui se correspondent dans des gerbes projectives. Tous 
les résultats qu'on obtient ainsi pour ces surfaces peuvent aussi se dé- 
duire de ceux qu'on vient d'établir, en projetant deux systèmes plans 
projectifs de deux centres quelconques suivant des gerbes. On voit d'a- 
près cela ce qu'il faut entendre pai- des surfaces coniques de n' ordre 
ou de n' classe. Si, par exemple, on rapporte réciproquement un sys- 
tème plan 2 à une gerbe S„ à toute courbe de n' ordre et de p" classe 
dans s correspond dans S[ une surface conique de n* classe et de 
p" ordre. 
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TROISIEME LEÇON. 



Perpectivité des formes fondamentales coUinéaires 
de seconde espèce. 



Nous avons vu que, dans deux formes fondamentales collinéalres ou 
réciproques, quatre éléments harmoniques de l'une ont toujours pour 
correspondants quatre éléments harmoniques de l'autre et nous en 
avons déjà tiré la conclusion que deux fonnes fondamentales uniformes 
qui se correspondent dans chacune d'elles doivent être projectives. Si 
donc deuxformes fondamentales collinéalres ou réciproques 2 et 2^ sont 
placées de telle manière que non seulement les lieux a et a^ de deux 
formes fondamentales uniformes correspondantes soient situés l'un sur 
l'autre, mais encore que trois couples de points homologues de ces 
dernières formes coïncident, deux éléments correspondante quelconques 
de a et «i doivent coïncider (I, page So) et S et S, ont tous les éléments 
correspondants dea et a, qui leur sont communs. 

On a donc en particulier ce théorème : 



Si deux systèmes plans colli- 
néfùres, non situés dans le même 
plan, ont trois points de leur droite 
d'intersection correspondants com- 
muns, tout point de cette droite 
est un point correspondant com- 
nîun aux deux systèmes. 



Si deux gerbes collinéaires, non 
concentriques ont trois plans cor- 
respondants communs, elles ont 
en commun tous les plans corres- 
pondants qui passent par leure 
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Oji peut, en la iiiodiliaiit légèreiiienl, étendre aussi cette double pro- 
position aux systèmes plans supeiposés et aux gerbes conceiUiiques. 

Loi-squedeux systèmes collinéaires 2 et \ situés dans le même plan 
ont en commun tous les points correspondants de deux di-oites h et v ou 
tons les rayons correspondants de deux faisceaux S et T. chaque élé- 
ment de S coïncide avec celui qui lui correspond dans 2,. En effet, dans 
le premier cas, une droite quelconque du plan se eori'espond à elle-même, 
puisqu'elle joint deux points qui se correspondent à eux-mêmes, un 
point de u et mi point de v ; et tout point du plan se correspond à lui- 
même, puisqu'on peut le regarder comme le point d'intersection de 
deux droites qui se correspondent à elles-mêmes. De même, dans le 
second cas, tout point du plan se correspond à lui-même, parce qu'il 
est l'intersection de deux rayons de S et de T qui se correspondent à 
eux-mêmes et une droite quelconque peut être regardée comme la droite 
qui joint deux de ces points. Nous sommes ainsi conduits au tliéorèiiie 
suivant : 



Deux systèmes collinéaires si- 
tués dans le même plan ont tous 
leurs éléments correspondants 
communs {ou sont idenlùjueg) , 
quand ils ont comme éléments 
convspondants communs les qua- 
tre sommets d'un quadrangle ou 
les quatre côtés d'un quadrila- 
lère. 



Deux gerbes collinéaires con- 
centriques ont tous leurs éléments 
correspondants communs {ou sont 
identiques) quand elles ont pour 
éléments correspondants communs 
les arêtes d'un angle quadrarôle 
ouïes faces d'un angle tétraèdre. 



Le tliéoième de di'oite se ramène immédiatement à celui de gaudie 
en coupant les deux gerbes par un plan. Les systèmes collinéaires 
situés dans ce plan de section ont comme éléments communs les quatre 
sommets A, B, C, D d'un quadrangle ou d'un quadrilatère simple ; les 
rayons AB, AC, SU sont donc correspondants communs et par suite tout 
rayon du faisceau A jouit de celte propriété; il en est de même des 
rayons BA, BC, BD, et par suite de tout rayon du faisceau B ; ce qui 
démontre le théorème. Deux systèmes collinéaires quelconques, placés 
l'un sur l'autre, ont donc en général comme éléments cori'espondants 
communs au plus trois points et les droites qui les joignent. 

Des théorèmes qu'oit vient de démontrer on déduit les conséquences 
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suivantes poui' la perspe'ctivité des systèmes et des gerbes colH- 



Si deux systèmes collinéaii'es 2 
et 2( sont situés dans des plans 
différents et si les rayons qui 
joignent les sommets d'mi qua- 
draiigle de 2 aux points con'espon- 
(iants de \ passent par un même 
point S, les deux systèmes sont 
[>evspectifs et sont des sections de 
lagerlîe S. En effet, les deux gerbes 
collinéaires, qui projettent les sys- 
tèmes plans de S, sont identiques, 
puisqu'elles ont un angle quadra- 
rète correspondant commun. 



Si deux gerbes collinéaires S et 
S, ont des centres différents et si 
les quatre rayons, suivant lesquels 
les faces d'un angle tétraèdre de 
S sont respectivement coupées par 
les plans correspondants de Si, 
sont situés'dang tm même plan S, 
les deux gerbes sont perspectives 
et sont des projections' du système 
plan S. En effet, les deux systèmes 
collinéaires suivant lesquels les 
gerbes sont coupées jiar :i; sont 
identiques, puisqu'ils ont un qua- 
drilatère correspondant conunun. 



On démontre facilement, d'une manière analogue, le théorème qui 
suit : 

Un système plan lest perspectif à une gerbe ^, qui lui est collinéaire, 
quand les sommets d'un quadramjle de 2 sont situés sur les rayons 
qui leur correspondent dans S. 

On voit sans peine l'analogie qui existe entre ces tliéorèmes et ceux 
que nous avons établis pour les formes fondamentales projeetives de 
première espèce, dans la cinquième leçon de la première partie. On 
peut faire la même remarque pour la double proposition suivante, dont 
nous ferons un fréquent usage dans la suite : 



Si deux systèmes plans collinéai- 
res ont comme éléments corres- 
pondants communs trois points, 
et pai' conséquent tous les points 
d'une ponctuelle «, les droites qui 
joignent deux à deux les points ho- 
mologues de ces systèmes se cou- 
pent toutes en un seul et même 
point déterminé S. — En effet, deux 



Si deux gerbes collinéaires 
comme éléments corret 
communs trois plans, et par consé- 
quent tous les plans d'un faisceau 
M, les droites suivant lesquelles les 
plans correspondants se coupent 
deux à deux sont situées dans un 
seul et même plan détennlné 2. — 
En effet, deux rayons quelconques 
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droites / et l, qui se correspondent 
fig. 4) doivent avoir pour point 
correspondant commun un rertain 
point A de u, puiscpie tout point 
de u se cori-espond à lui-même. 

Toutes les droitesDD,, EEj.,..fjui 
joignent chacune un point (D,E....) 
de / au point correspondant (D,, 
E,...) de i, passent donc par un mê- 
me points, puisque les ponctuelles 
/ et II ont leur point d'inter'^ction 
A comme point correspondant com- 



/ et /, qui se correspondent 
doivent se trouver dans un cer- 
tain plan a de ti, puisque tout 
pian de M se correspond à lui- 
même. — Tous les rayons 33,, 
EEi,,. suivant lesquels les plans 
(3, s,,.,.) du faisceau / coupent 
les plans (3i, e,, . , .) qui leur 
correspondent dans le faisceau /, 
sont donc situés dans un même 
plan 2; car les faisceaux ont le 
plan a comme plan corresjjon- 




\v--- 



mun et par smte sont perspectives. 
Si les deux systèmes sont situés 
dans un même plan et si P est le 
point où un rayon DDi passant pai- 
S coupe M, la droite PD correspond 
à PDi, c'est-à-dire à elle-même 
puisque P se coiTcspond à lui- 
même. Tout rayon passant par S 
coïncide donc avec son coiTespon- 
dant ; d'où il résulte que les points 
homologues sont situés deux à 
deux sur des rayons passant par S. 



dant commun et par suite sont 
en position pei'spective. Si les ger- 
bes ont le même centre et si « est 
le plan qui joint un rayon quelcon- 
que S3, de 2 avec l'axcM, le rayon 
5t3 correspond au rayon ■:!§,, et par 
suite se coiTespond à lui-même, 
puisque % se correspond à lui- 
même. Tout l'ayon situé dans 2 
coïncide donc avec son correspon- 
dant; d'où il résulte que les plans 
homologues secoupentdeuxà deux 
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Si au contraire les deux systèmes 
se coupent suivant la droite u, il 
s'ensuit que les droites telles que 
DD, ËË^ qui joignent des points 
homologues, sont situées deux 
à deux dans un même plan et 
par conséquent se rencontrent. 
Mais comme toutes ces droites ne 
sont pas toutes situées dans un 
seul et mêmeplM, il faut qu'elles 
passent pai- un seul et même point 
S ; les deux systèmes sont donc des 
sections de la gerbe S. 



COLLINEAIKKS, 



19 



suivant des rayons situés dans 2 
— Si au contraire les deux gerbes 
ont deux centres différents situés 
sur II, iî s'ensuit que les droites 
d'intersection des plans liomolo- 
gues quelconques, telles que BS, et 
ES,, sont deux à deux situées dans 
un même plan et par conséquent se 
coupent. Miûs comme toutes ces 
droites ne passentpas toutes par un 
seul et même point, il faut qu'elles 
soient situées dans un seul et môme 
plan 2 ; les gerbes sont donc les 
projections du système plan 2, 

remarquables peuvent aussi s'énoncer sous la forme 



Ces théorèn 
suivante : 

Deux systèmes collinéaires plans 
qiù se coupent et qui ont trois 
points {de -leur droite d'intersec- 
tion) coiTespondants communs , 
sont perspectifs. 

Si deux systèmes collinétùres 
situés dans un même plan ont une 
ponctuelle correspondante com- 
' mune (c'est-à-dire tous les points de 
cette ponctuelle coiTespondants 
communs) , ils ont aussi un faisceau 
de rayons correspondaut commun 
{c'est-à-dire tous les rayons de ce 
faisceau correspondants communs). 

Réciproquement, on voit immédiatement que deux systèmes plans 
perspectifs ont tous les points de leur droite d'intersection comme élé- 
ments correspondants communs et que tout plan passant par les som- 
mets de deux gerbes perspectives est un plan qui leur est correspondant 
commun. Les deux derniers théorèmes eux-mêmes admettent aussi 
une réciproque, ainsi qu'il suit : 



Deux gerbes collinéaiies qui ne 
sont pas concentriques et qui ont 
trois pians correspondante com- 
muns sont perspectives. 

Si deux gerbes collinéaires et con- 
centriques ont un faisceau de plans 
correspondant commun (c'est-à- 
dire tous les plans de ce fiùsceau 
correspondants comnimis), ils ont 
aussi un faisceau de rayons corres- 
pondant conunun. 
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Si deux systèmes coliiiiéaires si- 
tués dans un même plan ont un 
faisceau de rayons correspondant 
commun, ils ont aussi une ponc- 
liielle correspondante commune. 



Si deux gerbes concentriques 
et collinéaires ont un faisceau de 
rayons correspondant commun,, 
ils ont aussi un faisceau de plans 
cori-espondant commun. 



Kn elTet (tliéorèine de gauche), si nous projetons les deux systèmes 
d'nn centre quelconque suivant deux gerbes concentriques, celles-ci 
auront un faisceau de plans correspondant commun, et par conséquent 
aussi (d'après le théorème de droite qui précède) un faisceau de rayons 
<-x)rrespOîidant commun, et la ponctuelle, dont il est question dans le 
tliéorème, en est une section. On ramènera de même le lliéorème de 
droite au tliéorème de gauche (|ui précède en coupant les gerbes cou- 
centnque'5 par un plan donnant naissance à deux systèmes supeiposés. 
Ou peut du reste démontrer cette double proposition directement et 
d'une manière analogue à celle cju'on a suivie pour la précédente. 

Deu\s;steme3 collinéaires situés diuis le même plan, qui ont mie 
ponctueMe ti et nu faisceau de rayons S correspondants communs seront 
tlits perspectifs, parce qu'ils jouissent de beaucoup de propriétés qui 
du reste appartiennent aussi aux systèmes perspectifs. Le point S, par 
lequel passent les droites qui joignent deux à deux les pomts correspon- 
dants, s'appelle le centre de coïlinéation et la di'oite m, sur laquelle se 
coupent deux à deux les droites homologues, est dite ïaxe de coïlinéa- 
tion. Étant donnés deux systèmes plans perspectifs, imaginons que l'un 
d'eux tourne autour de sa droite d'interaection avec l'autre système; 
les droites qui joignent les points homologues changeront de position, 
uiais elles ne cesseront pas de converger constamment vers m\ point 
unique, qui sera lui-même en mouvement, puisque les deux systèmes 
ont comme éléments correspondj^nts communs tous les points de leur 
droite d'intersection. 

Quand les deux systèmes se superposent, cette situation doit être 
considérée comme un cas particulier de la perspectivité générale. — On 
dit aussi que deux gerbes concentriques et collinéaires sont perspec- 
tives, quand elles ont un faisceau de rayons et un faisceau de plans coi'- 
respondants communs. 

Pour rapporte!' perspectivenient l'un à l'autre deux systèmes situés 
dans un même plan, nous pouvons prendre arbiti-airement l'axe u et 
le centre S de coïlinéation {fig. 4) et faire correspondre l'un à l'autre 
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deux points quelconques D et D, situés sur un rayon passant par S, En 
effet, nous pouvons et nous devons rapporter les deux systèmes colli- 
néairement l'un à l'autre de telle manière que deux faisceaux de rayons 
D et D, , perspectifs à la ponctuelle u, se correspondent et que le faisceau 
S se corresponde à lui-même ; la collinéation se trouve par là établie 
complètement et d'une seule manière (II, page 6). Mais comme deux 
rayons homologues / et /, de B et D, se coupent en chaque point A de u 
et que par A il passe aussi un rayon a du faisceau S qui se correspond 
à lui-même, il faut que A ou Z a se corresponde à lui-même, c'est- 
à-dire corresponde au point liW, par conséquent, les deux systèmes ont 
tous les points de u qui leur sont correspondants communs, ainsi que 
cela était demandé. 

Tout rayon passant par D coupe en un point de u le rayon passant 
par D| qui lui correspond ; il est donc facile de construire ce dernier. 
Et comme deux points homologues E et E, se trouvent à la fois sur 
des rayons homologues de D etD, et sur une droite passant par S, il est 
facile de trouver le point E, qui correspond à E, Le lecteur fera un 
exercice utile et instructif en construisant ainsi la courbe qui corres- 
pond à une courbe donnée, c'est-à-dire en déterminant un certain 
nombre de points de la seconde courbe qui correspondent à des points 
donnés de la première. Dans cette construction, il est intéressant de 
rechercher oii se trouve l'axe opposé d'un des systèmes qui correspond 
à la droite de l'infini dans l'autre ; car c'est essentiellement d'après la 
position de cet axe qu'on reconnaît si la courbe a des branches infinies 
et quel en est le nombre. L'axe opposé doit être parallèle â l'axe de 
.collinéation, parce que la droite qui lui correspond doit le rencontrer 
sur l'axe de collinéation et en un point situé à l'infini. 

Si l'axe de collinéation passe à l'infini, les droites homologues de- 
viennent parallèles deux à deux et les systèmes sont dits perspecdvp- 
ment i(emb!ables. La théorie de la similitude des figures planes nous est 
connue depuis longtemps grâce à la géométrie des anciens; elle n'est, 
comme on le voit, qu'un cas particulier de la colhnéation. 

Deux systèmes plans collinéaires 2 et S,, dont les droites à l'infini ne 
se correspondent pas, peuvent être mis en perspective de deux manières 
différentes. On détermine d'abord les deux axes opposés. Les deux 
faisceaux de rayons parallèles de 2 et Zi auxquels appartiennent les axes 
opposés se correspondent alors entre eux. Au contraire, deux autres pa- 
rallèles a et fe de >; ont pour correspondantes deux droites a, et bi dei. 
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qui ne sont pas parallèles, puisqu'elles doivent se couper en un point 
propre de l'axe opposé de 2f. Il existe donc à une distance déterminée 
de cet ase opposé deux droites, et rien que deux, u^ et n, qui lui sont 
parallèles et sur lesquelles «j et èi déterminent des segments de lon- 
gueur égale à ceux que les parallèles a et 6 interceptent sur les droites 
correspondantes u et v. Les ponctuelles m, et v, de 2, sont les seules 
qui soient projectivement égales aux ponctuelles w et y qui leur corres- 
pondent. Si maintenant on amène les systèmes coilinéaires dans une 
situation telle que les ponctuelles u etW[ {ou v etv,) soient superposées 
et aient tous leurs points correspondants communs, les systèmes seront 
perspectifs. Ils resteront encore en perspective si on les fait ensuite 
tourner autour de leur droite correspondante commune jusqu'à ce que 
leurs plans coïncident et l'on obtient alors facilement deux faisceaux 
de rayons dans 2 qui sont projectifs et égaux aux faisceaux de rayons 
qui leur correspondent dans 2i (II, page 20). 

Deux courbes planes coilinéaires, dont les points à l'infini ne se cor- 
respondent pas, peuvent, d'après ce qui précède, être amenées dans 
ane position telle qu'elles se présentent comme sections d'une même 
surface conique. L'intuition montre sans grande peine quelles sont les 
propriétés qui leur sont communes. — Deux courbes du second ordre, 
sur lesquelles on prend arbitrairement trois points A, B, G et Aj, Bj, P., 
peuvent toujoui-s être mises dans une position telle que par elles et par 
les trois droites AAj, BBi, CC, on puisse faire passer une surface conique 
du second ordre (II, page H). 
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QUATRIEME LEÇON. 

CoUinéEition et réciprocité des systèmes de l'espace. 



Les développements que noua avons donnés jusqu'ici nous four- 
nissent maintenant le moyen de rapporter collinéairement ou réci- 
proquement 1 un à l'autre deux systèmes de l'espace, c'est-à-dire deux 
porfions de I espace indéfini, ou même de rapporter l'espace indéfini 
à lui même La défmition générale que nous avons donnée de la colli- 
néation ou de la réciprocité nous conduit tout d'abord aux définitions 
suivantes pour les systèmes de l'espace : 

Deux systèmes de Vespace 2 et 2, sont rapportés collinéairement 
lun al auli e lorsqu'à tout point P de 2 correspond un point P, de 
S et qua toute droite ou tout plan de S passant par P correspond 
dans S uni droite ou un plan passant par P]. 

Deux systèmes de l'espace S et Si sont rapportés réciproquement 
lun à l autie, lorsqu'à tout point f de Z correspond un plan ir de 
S, et qu'à toute droite ou tout plan de S passant par P correspond 
dans Si un rayon ou un point situé sur tu,. 

Ici encore on démontre sans peine le théorème général ([ue nous 
avons déjà énoncé précédemment, à savoir que deux formes fondamen- 
tales, qui sont toutes les deux ou collinéaires ou réciproques à une 
troisième, doivent être collinéaires entre elles. Comme d'après cela la 
collinéation se déduit de la réciprocité, nous pourrons nous borner le 
plus souvent à l'étude de cette dernière. 

Si dans deux systèmes réciproques de l'espace un point P et un 
plan jii se correspondent, et par suite aussi la gerbe P et le système 
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plan iti, ces deux dernières fonnes sont aussi réciproques; car à tout 
plan £ de P correspond un point E situé dans ir, et à tout rayon passant 
pai' P et situé dans s correspond un rayon situé dans tt, et passant par 
E|. A quatre éléments harmoniques quelconques de la gerbe P ou, en 
général, de l'un des systèmes de l'espace correspondent donc toujoui's 
quatre éléments harmoniques situés dans x, ou dans l'autre système. 
Par conséquent, à toute ponctuelle de l'un des systèmes doit corres- 
pondre un faisceau projectif de plans dans l'autre système et à tout 
faisceau de rayons dans l'un un faisceau projectif de rayons dans l'autre. 
Dans deux systèmes collinéîûres de l'espace, à tout système plan cor- 
respond un système plan collinéaire, à toiite ponctuelle une ponctuelle 
qui lui est projective, etc. D'après cela, on dira aussi que deux sys- 
tèmes collinéaires ou réciproques de l'espace, sont projectifs; il en 
résulte que; 

Si deux systèmes collinéaires ou réciproques de l'espace ont en 
commun trois éléments d'une forme fondamentale uniforme, ou quatre 
éléments de même espèce d'une forme fondamentale de seconde espèce, 
ils ont en commun chacun des éléments de la forme {II, page 15). 

Dans le second cas, nous supposons toutefois que trois des quatre 
éléments considérés n'appartiennent pas à une seule et même forme 
fondamentale uniforme. 

Nous rapporterons deux systèmes de l'espace Z et S, réciproquement 
l'un à l'autre de la manière la plus simple et la plus intuitive, en pro- 
cédant comme il suit. Nous prenons dans 2 deux gerbes A et B et nous 
rapportons respectivement chacune d'elles réciproquement à un sys- 
tème plan a, et p, situé dans 1,, de telle sorte que la droite d'inter 
section ô^ corresponde à O et que tout plan commun aux. gerbes 
passant par A B ait pour correspondant un point commun aux systèmes 
plans situé sur a, p,. Alore, à tout point P de 2 correspond un plan x, 
dans S, et à tout rayon / passant par P un rayon /, situé dans -k,. f,n 
effet, aux rayons AP et B P qui sont dans un même plan avec AB cor- 
respondent dans ttj et p, deux rayons qui ont avec «i Pi un seul 
et même point commun et qui par conséquent déterminent un 
plan Tt, correspondant au point V; et de même, le rayon l de Z, 
qui est projeté de A et B par deux plans A/ et Bj a pour cor- 
respondant un rayon /, qui est coupé par a, et p, en deux points a, /, 
et ^,1, qui correspondent aux plans. Enfin, si nous avons dans 2 ini 
système plan quelconque s, par le moyen duquel les gerbes \ etB soient 
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rapportées perspectivement l'une à l'autre, de telle manière qu'elles 
aient ainsi le faisceau de ■ plans A B comme élément correspondant 
commun, les systèmes plans a, et p, sont par là même rapportés en 
même temps coHinéairement l'uii àl'autre {parce que ai7\ A/\B7\(Ï|) de 
façon à avoir la ponctuelle «ipi correspondante commune. Par consé- 
quent a, et p, sont perspectifs (II, p^e 19) et engendrent une' gerbe E, 
qui coiTespond au système plan e et qui lui est réciproque. Au plan s 
de 2, qui passe par une droite l ou un point P, correspond donc un 
point E[, situé sur la droite correspondante /, ou dans le plan corres- 
pondant TT,. Au plan à l'infini dans l'un des systèmes con-espond de 
cette manière un point de l'autre système et, en général, c'est un point 
propre. Donc : 

Deux systèmes de l'espace 2 et 2, peuvent toujours et d'une seule 
manière être rapportes réciproquement Vun à l'autre de telle façon 
qu'à deux gerbes XetB de 2 correspondent respectivement dans 1i 
deux systèmes plans a, et ^[, qui leur soient réciproques. Il suffit 
d'établir la réciprocité entre A et «, et entre B et pj de telle manière 
Çm'ô tout plan commun aux gerbes A e( B corresponde un point 
commun de a, et p,. 

Nous jiouvons donc déduire de là que: 

Pour rapporter réciproquement l'un à l'autre deux systèmes de 
l espace 2 e( i. on peut prendre arbitrairement dans le premier cinq 
punts A B G D, E dont quatre quelconques ne soient pas un même 
plan et letii assigne} comme correspondants dans le second cinq 
plani, quelconques «i g, (,, S,, Si, dont quatre quelconques ne passent 
pas pai un même point Alors tout élément de 2i sera rapporté à un 
élément de i 

En effet t dus dp\ons et pouvons rapporter réciproquement la 
gerbe A au système phn d'une seule manière et de telle sorte qu'aux 
riyons AB A( AD AE correspondent respectivement, les rayons 
«Tfiït ôTy,, «T^, Ô7T1 (II, page 8); nous établirons de même entre la 
gerbe B et le système plan ^, «ne relation réciproque, telle que les 
quatre couples de rayons BA et ^i, BG et p,-fi, BD et |î,5„ BE et 
^,£i se composent de rayons homologues. Comme les trois plans AB(1, 
ABU", ABE, communs aux faisceaux A et B, ont respectivement pour 
correspondants les points »i^iYj, «,^,8,, a,p,£, communs aux systèmes 
plans «1 et g,, à tout plan du faisceau AB correspond un seul point de 
la ponctuelle «iP,. Le théorème se trouve ainsi ramené au précédent. 
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II résulte de ce qui précède qu'on a de même la proposition suivante 
pour les systèmes collinétùres de l'espace : 

Pour rapporter collinéairement l'un à l'autre deux synlèmes de 
l'espace S et 1,, on peut prendre à volonté dans l'un cinq points, 
dont quatre quelconques ne soient pas situés dans un même plan, et 
leur assigner pour correspondants dans Vautre cinq points quel- 
conques, assujettis à la même condition. De cette manière, chaque 
élément de S sera rapporté à un élément de S^. 

On peut démontrer directement ce théorème d'une manière analogue 
à celle qui a été employée pour les systèmes réciproques ; ou plus 
simplement, on peut ramener ce cas aux précédents en remarquant 
que deux systèmes réciproques à un troisième doivent être collinéaires. 
En effet, nous pouvons rapporter réciproquement les deux systèmes 
donnés au troisième de telle façon, que cinq plans quelconques de ce 
dernier îùent r^pectivement pour correspondants les cinq pointe donnés 
dans chacun des deux premiers. De cette manière, la collinéation sera 
établie entre ces deux systèmes. Au lieu de cinq points, on peut faire 
correspondre entre eux, deux à deux, cinq pîans pris dans chaque sys- 
tème et dont quatre quelconques ne passent pas par un même point. 
Le théorème a encoie lieu dans ce cas. On voit en même temps 
que: 

Si deux systèmes collinéaires de l'espace ont comme éléments corres- 
pondants communs cinq points, dont quatre quelconques ne sont pas 
dans un même plan, ou cinq plans , dont quatre quelconques ne 
passent pas par un même point, ils ont tous leurs éléments corres- 
pondants communs et sont identiques. 

Le résultat principal de toute notre étude est la démonstration, 
mamtenant complète, de la loi de réciprocité. En effet, si deux espaces 
peuvent être rapportés réciproquement l'un à l'autre, on peut aussi, 
étant donnée une forme quelconque de l'espace, construire une forme 
qui lui soit réciproque et dont les propriétés se déduisent delà première. 
Aussi nous contenterons-nous à l'avenir, étant données deux propo- 
sitions réciproques, de démontrer seulement l'une d'elles. Nous enga- 
geons le lecteur h chercher directement la démonstration de l'autre au 
lieu de la déduire de la loi de réciprocité. 

Entre les formes de l'espace, par exemple entre les courbes ou les 
surfaces qui se correspondent dans des systèmes collinéaires ou réci- 
proques, il existe des relations remarquables. Elles sont particulièrement 
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intéressantes quand il s'agit de courbes à double courbure ou de 
courbes gauches, c'est-à-dire de courbes dont aucune portion finie n'est 
contenue dans un plan. Avant d'étudier ces relations, nous allons faire 
quelques remarques sur les courbes gauches. 

Étant donnés deux points quelconques P et Q d'une courbe gauche, 
joignons-les par une droite PQ; si l'un d'eus Q se meut sur la courbe, 
la corde PQ décrit une surface conique qui a son sommet en P et qui 
projette la courbe de ce point. Si Q s'approche de plus en plus de P, 
la droite PQ s'approche de plus en plus d'une droite fixe p, avec la- 
quelle elle se confond finalement, quand Q coïcinde avec P. La droite p 
est ia tangente à la courbe au point P ; et l'on dit que tout plan qui 
passe par p est tangent à la courbe au point P, Un plan tangent, joi- 
gnant la tangente^ à un pohit variable R de la courbe, décrit un fais- 
ceau de plans p qui projette la courbe, quand R se déplace sur cette 
dernière; ce plan tangent s'approche d'un plan fixe ir, avec lequel il 
finit par coïncider, quand R s'approchant de plus en plus de P finît par 
coïncider avec ce point. Ce plan k s'appelle le plan osculateur ou le 
plan de courbure de la courbe ,en P ; il est tangent suivant la droite p 
à la surface conique par laquelle la courbe est projetée du point P, 
parce qu'il a en commun avec cette surface deux rayons qui se réunis- 
sent suivant jj. On peut regarder une tangente quelconque comme la 
droite qui unit deux points qui se rapprochent indéfiniment l'un de 
l'autre, et un plan osculateur comme le plan qui passe par trois points 
qui se rapprochent indéfiniment les uns des autres. Réciproquement, la 
droite commune à deux plans osculateurs infiniment voisins de la courbe 
se confond avec une tangente à la courbe et le point d'intersection de 
trois plans osculateurs infiniment voisins est à la limite un point de ia 
courbe. Toutes les tangentes d'une courbe gauche foiraent dans l'espace 
un faisceau de rayons qui enveloppe la courbe et tous les plans oscu- 
lateurs un faisceau de plans qui oscule la courbe. 

Si un point P décrit la courbe gauche, tandis que sa tangente p 
décrit le faisceau de rayons qui enveloppe et son plan osculateur it le 
faisceau de plans qui oscule cette courbe, P se meut d'une manière con- 
tinue sur p, tandis que p pivote autour de P dans le plan tt et que ce 
plan Ti lui-même tourne en même temps autour de p. Tout point de la 
courbe où le mouvement de P sur la tangente p change de sens est 
appelé point stationnaire ou point de rebroussement ; de même les 
tangentes et les plans osculateurs où les rotations respectives de p et x 
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autour de P et p changent de sens, sont appelés tangentes stalionnahe -■ 
ou plans osculatetirs staiionnaires. 

Soient maintenant deux courbes gauches k et &, qui se correspondent 
dans des systèmes collînéaires. Toute droite qui joint deux points et 
tout plan qui réunit trois points de k ont respectivement pour corres- 
pondants dans ki la droite qui joint les deux points et le plan qui réunit 
les trois points homologues, A toute tangente et à tout plan osculateur 
en un point de k cotTespondent donc respectivement la tangente et le 
plan osculateur au point homologue de k,. Si un pointP décrit la courbe 
À-, tandis que sa tangente p décrit simultanément le faisceau de rayons 
qui l'enveloppe et son plan osculateur r- le faisceau de plans qui l'oscuie, 
le point correspondant P, décrit en même temps la courbe A,, la tan- 
gente correspondante p, le faisceau de rayons qui enveloppe /i, et le 
plan osculateur correspondant Hi le faisceau de plans qui oscule la 
courbe A,. A tout élément stationnaire de k correspond un élément 
stationnairedemême espèce dans A:,. Si la courbe A- estdun'^off'ri?, c'est- 
à-dire si elle a en général et au plus n points communs avec un plan 
quelconque, /;, est aussi du ji" ordre ; cai- elle a les points correspon- 
dants communs avec le plan homologue. Si d'autre part, /; est de la 
m* classe, c'est-à-dire si en général par un point quelconque il passe 
au plus m plans osculateurs de la courbe A, A, est également de la m" 
classe. Aux points à l'infini de /.■ correspondent en général des points 
propres de A-j ; car c'est seulement dans des cas particuliers que le plan 
à l'hifini de l'un des systèmes coïncide avec le plan à l'infini de l'autre 
système. 

Si la courbe A se meut d'une manière continue, suivant une loi quel- 
conque, et décrit une surface *, k, décrit en même temps une surface 
*, qui correspond à la précédente. Ces surfaces sont coupées par deux 
plans correspondants suivant des courbes collinéaires ; et si <l' est du 
n° ordre, c'est-à-dire si en général elle a au plus n points communs 
avec une droite quelconque, i\ est aussi du même ordre, parce qu'elle 
a les points correspondants qui lui sont communs avec la droite corres- 
pondante. A toute tangente de 'I» correspond une tangente de <I>, et de 
même les plans tangents de deux surfaces collinéaires se correspondent 
entre eux. Si * est de la ni° classe, c'est-à-dire si on peut en général 
lui mener au plus m plans tangents par une droite quelconque, l'autre 
surface *, est également de la m' classe. L'ordre et la classe des cour- 
bes ou des surfaces font donc partie de leurs propriétés d'invariance. 
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Si l'une des surfaces renferme des droites, l'autre en contient aussi 
3t en nombre égal ; si l'une a des points doubles ou des courbes doubles 
par lesquelles elle passe piusieure fois, il en est de même pour l'autre ; 
et ainsi de suite. 

Les surfa<:es coliinémres peuvent néanmoins différer essentiellement 
en ce qui concerne leurs points à l'infini. Ainsi, l'une des surfaces peut 
être coupée suivant une courbe par le plan à l'infini, tandis que l'autre 
peut lui être seulement tangente en un point ou ne pas le ren- 
contrer. 

Si deux systèmes de l'espace sont rapportés réciproquement l'un à 
l'autre, à toute courbe gauche k de' l'un coii'espond aussi une courbe 
gauche k, de l'autre, mais de la maiiièi'e suivante: à tout point P de /.■ 
correspondent un plan osculateur t., de /i, ; à toute tangente de k qui 
joint deux points infiniment voishis et à tout plan osculateur qui unit 
trois points infiniment voisins coiiespondent i especiivement dans k, 
une tangente à ^i, qui est l'intersettion de deu\ plans oscuiateurs in- 
finiment voisins et un point où se coupent tiois plans oscuiateurs 
infiniment voisins de k,. A tout plan qui contient n points ou n tangentes 
de l'une des courbes correspond un point par lequel passçnt n plans 
oscuiateurs ou n tangentes de l'autre courbe. L'orth'e (ou la classé) de 
l'une d'elles est donc égal à la classe (ou à l'ordre) de l'autre A tout 
point stalionnTjre de 1 une coiiespond u» plan u-îtuUteui ùtationnaue 
de l'autre. Tous les point'' dune rouibe pluie et leuis tangentes 
ont pour Lonespondints tous let. plans tangents d une surface "oui 
que et les lajons qui la composent — Âu\ points et au\ tangentes 
d'une surlve <I> coiiespondent Ifs plans tangents et les tangentes 
d'une surface 'l*, et iu\ plans tin^ents de <l> coiiespondcnf les poinis 
de *i, etc. 

Supposons qu'il s'agisse de rapporter projectivement l'un à l'autre 
deux systèmes de l'espace, de manière que deux systèmes réglés pro- 
jectifs abcd . . . . et aib,c,d^ .... se correspondent commme formes 
homologues; on peut assigner trois directrices quelconques ^j, q, j'de 
l'un des systèmes comme correspondantes à trois directrices quelconques 
Pli ?i I ''i ^^ l'autre système et de plus on a le choix de spécifier si 
les systèmes de l'espace devront être collinéaires ou réciproques. En 
effet, rapportons projectivement les deux systèmes l'un à l'autre de 
telle sorte qu'aux cinq points ap, a q, bp, bg, cr de l'un correspondent 
respectivement les cinq points (ou les cinq plans) «jpi, aiq^, bipi, b,q,, 
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c,r, de l'autre; aux droites a, b,p, q du premier système correspondent 
ainsi les droites «i, fei, Pi, q^ du second. De plus, la droite c, qui passe 
par le point c)" et qui coupe les droites p et 9 a pour correspondante 
la droite c, qui passe pai" d ri (ou qui est située dans le plan c,ri) et 
qui coupe les droites pi et ç,, et de même la droite r, correspond à la 
droite r- 

Eniin à tout rayon cl du système réglé abc correspond mi rayon d^ du 
système réglé «liiC,, de sorte que les deux formes fondamentales 
uniformes, p{ahcd) et p, {a,b,Cidi) sont projectlves. Le théorème est 
donc démontré. 

Dans les leçons suivantes nous étudierons les formes engendrées 
par les systèmes colliiiéaires et réciproques. Nous allons seulement nous 
OMuper ici de la perspectivité des systèmes coUinéaires de l'espace. 
Comme deux espaces coIUnéiûi'es se traversent ou se pénètrent mutuel- 
lement, il peut arriver qu'un nombre fini ou infini d'éléments de l'un 
coïncident avec les éléments qui leur correspondent dans l'autre ; les 
systèmes peuvent avoir comme éléments correspondants connnuns des 
éléments isolés et même des formes fondamentales de première ou de 
seconde espèce. Des considérations, analogues à celles que nous avons 
appliquées précédemment aux systèmes coUinéaires situés dans un 
même plan, nous conduisent aux théorèmes suivants : 

Si deux systèmes coUinéaires de l'espace ont un système plan 3 
correspondant commun, ils ont aussi une gerbe correspondante S 
commune; et réciproquement . 

En efiet, deux systèmes plans « et «i qui se correspondent dans les 
espaces collinétùres sont aussi coUinéaires (II, page 24); leurs plans se 
coupent suivant une droite de q et ils ont comme éléments correspon- 
dants communs tous les points de cette ligne d'intersection, puisque 
chacun des points de cette droite coïncide avec son coirespondant ; ils 
sont donc perspectifs et sont des sections d'une même gerbe S. Mais 
comme tout élément de S, soit rayon, soit plan, unit un élément de a 
qui se correspond à lui-même avec deux éléments de « et «^ qui se 
correspondent entre eux, il doit se correspondre à lui-même ; de sorte 
que deux points homologues des systèmes de l'espace doivent se 
trouver sur une di'oite passant par S, que deux droites homologues 
doivent être situées dans un plan passant par S et que ces dernières 
doivent en outre se couper en un même point de c. 

D'autre paît, si les deux systèmes de l'espace ont une geihe corres- 
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pondante commune, deux gerbes homologues A et Ai quelconques sont 
pei-spectives. En effet, puisque le rayon AA, passe par S, ces deux gerbes 
collinéaires ont comme élément correspondant commun non seulement 
ce rayon, mais un plan quelconque qui le contient; elles sont donc les 
projections d'un même système plan 5. Mais deux éléments homologues 
des gerbes A et A, couperont un élément de S, qui se correspond à lui- 
même, suivant un élément de a ; par conséquent tous les éléments de s 
coïncident avec leurs correspondants. 

Deux systèmes collinéaires de l'espace, qui ont une gerbe S et un 
système plan a correspondants communs sont dits perspectifs. Le 
point S par lequel passent les droites qui joignent deux points ho- 
mologues quelconques et les plans qui contiennent deux droites homo- 
logues quelconques du système est appelé le centre de collinéatton 
des systèmes de l'espace, et le plan a sur lequel les rayons ou les 
plans homologues se coupent deux à deux a reçu le nom de plan de 
colHnéation. 

Pour rapporta' perspeclivement l'un à l'autre deux systèmes de 
l'espace, ou peut prendre à volonté le plan a et le centre S de colli- 
néation et en outre faire con'espondre l'un ù l'autre deux points A et 
A|, situés sur une droite passant par S, mais extérieurs à o. Soient, en 
effet, B, G, D trois points de o tels que les droites qui les joignent ne 
coupent pas la droite SAAj, Les deux systèmes de l'espace peuvent 
être rapportés collinéairement l'un à l'autre de telle sorte qu'aux points 
A, B, C, D, S de l'un correspondent respectivement les points Ai, B, G, 
D, S de l'autre. Les rayons SAA,, SB, SG, SD, et par suite tous les 
éléments de la gerbe S, se correspondent à eux-mêmes ; de même le 
plan BGD ou 5 se correspond à lui-même, ainsi que tout autre élément, 
puisqu'en outre des points B, G, D, il y a encore sur S AA, un point de 
o qui se correspond à lui-même (II, page 16). 

11 est très facile de construire dans les espaces perspectifs une forme 
qui corresponde à une forme donnée; on procède en suivant la marche 
que nous avons indiquée pour les systèmes perspectifs situés dans ml 
même plan. Un cas particulier, qui peut se rencontrer ici, est celui oii 
le plan de collinéation s'éloigne à l'infini, et où par conséquent deux 
droites ou deux plans correspondants deviennent parallèles. 

Dans ce cas, les systèmes sont dits pempectivement semblables. La 
stéréotomie a déjà fait connaître au lecteur des systèmes de ce genre; 
ainsi, par exemple, une machine et l'un de ses modèles à une échelle 
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exacie peuvent èlre considérés comme des portions de systèmes sem- 
blables et on peut les mettre en perspective de telle sorte que les 
droites qui joignent deux à deux les points homologues se coupent eu 
un point fixe, le centre de collinéation, et que deux rayons ou deux 
plans homologues soient pai'allèles. En général deux espaces collinéaires 
ne peuvent pas être amenés en positiou perspective. 
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Surfaces au second ordre. — Génération et classiiîcation. 



Les formes fondamentales uniformes nous ont conduits précédemment 
aux formes élémeiitaires du second ordre; les formes fondamentales 
projectives de seconde espèce nous conduisent de même aux surfaces 
et aux gerbes de plans du second ordre. Ainsi: 



Une surface du second ordre est 
engendrée par deux gerbes réci- 
proques non concentriques ; tout 
rayon de l'une des gerbes coupe 
le plan, qui lui correspond dans 
l'autre gerbe, en un point de la 
surface. 



Une gerbe de plans du second 
ordre est engendrée par deux sys- 
tèmes plans réciproques, qui ne 
sont pas situés dans un même plan; 
tout rayon de l'un des systèmes est 
projeté du point qui lui correspond 
dans l'autre suivant un plan de la 



La surface du second ordre et la gerbe de plans du second ordi'e 
étant des formes réciproques, la loi de réciprocité permet de déduire 
immédiatement toutes les propriétés de l'une de ces deux formes des 
propriétés de l'autre ; c'est pourquoi , nous pourrons nous borner à 
étudier les surfaces du second ordre. Ou verra plus tard que la gerbe 
de plans du second ordre se compose de tous les plans tangents à une 
surface du second ordre; de sorte qu'en faisant même abstraction de la 
loi de réciprocité, la théorie de la gerbe de plans se trouve comprise 
dans celle de la surface du second ordre. 



y Google 



GliOMblTRlE I 



Soient s et Si les centres des deux gerbes réciproques qui engendrent 
une surface du second ordre ; il est tout d'abord facile de voir que tout 
plan a mené par S coupe la surface suivant une courbe du second ordre. 
Cette courbe passe par le point S et par le point où le plan « est ren- 
contré par le rayon Oi qui lui correspond dans la gerbe Si ; dans 
certains cas particuliers, elle peut se décomposer en deux droites. En 
effet, au faisceau de rayons de S, qui est contenu dans le plan a, cor- 
respond dans Si un fmsceau de plans qui lui est projectif et dont l'axe 
est la droite a,. Ces faisceaux projectifs engendrent la courbe du second 
ordre qui est commune au plan a et à la surface F' et qui ne peut se 
décomposer en deux droites que si un rayon du faisceau « est situé 
dans le plan de h, qui lui con-espond. La courbe du second ordre est 
aussi engendrée par deux faisceaux projectifs de rayons, dont l'un est 
le faisceau a de S dont il vient d'être question, et dont l'autre est la 
section du faisceau de plans a^ par le plan a ; ces faisceaux ne sont 
perspectifs que dans des cas particuliers. On voit d'après cela que la 
courbe d'intersection de F^ et de a passe par les points S et a,o.. 

De la même manière, la surface du second ordre sera coupée par 
tout plan mené par Si suivant une courbe du second ordre passant 
par ce même point S,, 

11 résulta de là que la surface F' ne peut pas avoir plus de deux 
points communs avec une droite quelconque g qui n'est pas située tout 
entière sur elle ; en effet, la courbe du second ordre, intersection de la 
surface avec le plan S p ne peut avoir au plus que deux points communs 
avec la droite g. La surface est donc bien du second ordre. Toute 
droite g, passant par S, a en général avec la surface un autre point 
commun différent de S, c'est celui où elle est coupée par le plan y, qui 
lui correspond ; ce second point ne coïncidera avec S que si y, passe 
par le rayon SSj commun aux faisceaux. Nous dirons que tout rayon 
de S, qui n'a avec la surface du second ordre aucun point commun 
différent de S, est une tangente à la surface au point S. Comme toute 
tangente a pour élément correspondant un plan passant par SSi, toutes 
les tangentes à la surface qui passent par S sont situées dans le plan 
de la gerbe S qui correspond au rayon commun S S,; et ce plan est 
appelé le plan tangent de la surface F* au point S. Donc : 

Au rayon S Si commun aux deux gerben correspond en S et S, un 
plan tangent à la surface du second ordre. 

Peut-il encore exister de pareils plans tangents dans d'autres points 
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de la surface ? et la surface est-elle coupée suivant des courbes du 
second ordre par des pîans sécants qui ne passent ni par S ni par Si ? 

Ces questions s'imposent à nous tout d'abord et nous sommes 
évidemment tentés de répondre affirmativement à la seconde, si nous 
remarquons qu'aucune section plane de la surface ne peut être rencontrée 
par une droite en plus de deux points. Nous savons aussi déjà que par 
tout point P d'une surface du second ordre i! doit passer au moins 
deux systèmes de coniques situées sur la surface ; car tout plan des 
deux faisceaux dont les axes sont les droites qui joignent le point P 
aux centres S et S, des gerbes réciproques a une conique commune 
avec la surface du second ordre. Nous pourrons répondre affirmative- 
ment aux deux questions précédentes, et avec toute certitude, quand 
nous aurons démontré que : 

Un point quelconque d'une surface donnée du second ordre peut 
être choisi pour centre de Vune des deux gerbes réciproques qui en- 
gendrent la surface. 

Soient S et S, les centres des deux gerbes réciproques qui ont priiniti- 
vement engendré la surface donnée du second ordre F' et soit S^ un 
troisième point quelconque de F' ; il s'agit de rapporter réciproque- 
ment l'une à l'autre les gerbes S et Ss de manière qu'elles engendrent 
aussi !a surface. Si les gerbes S et Sj sont rapportées réciproquement 
l'une à l'autre d'une manière entièrement arbitraire, elles engendreront 
une deuxième surface du second ordre F,', passant par les points S et 
Sj. Nous allons établir la réciprocité entre S et Sj de telle manière que 
F,* ^t en commun avec F' deux coniques passant par S, mais non par 
S,, et nous prouverons ensuite que F' et F,* coïncident en tous leurs 
points et conséquemment sont identiques. 

Soient x et >, les deux coniques d'intersection de la surface donnée 
du second ordr'e F' (fig. 5) par deux plans passant par le point S, mais 
ne contenant pas S,. Soit T le point où la droite d'intersection de ces 
deux plans rencontre la surface pour la seconde fois et soit ST la 
corde commune aux deux coniques % et X, corde qui peut devenir une 
tangente, si T se rapproche indéfiniment de S. 

Tout d'abord, pour que T soit situé sur la surface F,' engendrée par 
les gerbes S et S^, il faut qu'au rayon ST de S corresponde un plan 
S; KL de Sj passant par T. Soient K et L les points où ce plan coupe 
pour la seconde fois les coniques n et X ; nous pouvons maintenant éta- 
blir de la manière suivante la réciprocité demandée pour les gerbes S 
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et s,. Nous projetons la courbe x du second oi'dre du point S suivant un 
faisceau de rayona S x et de Taxe Sj K. suivant un faisceau de plans ; ce 
dernier se trouve ainsi rapporté projeetivement au faisceau de rayons. 
De même nous projetons la conique î. de S suivant un faisceau de 
rayons SX et de SjL suivant un faisceau de plans qui est alors projectif 
au faisceau de rayons. Or, comme le plan ^^KL commun aux faisceaux 
de plans qui projette le point d'intersection T des deux coniques, coiTes- 
pond au rayon ST commun aux deux faisceaux de rayons, les deux gerbes 
S et Sj sont d'après cela rapportées réciproquement l'une à l'autre (d'a- 
près la page 7 ). La surface Fi' qu'engendrent ces deux gerbes passe 
non seulement par S et S,, mais aussi par la conique x, puisque celle-ci 
est engendrée par le f^sceau de rayons Sx et le faisceau correspondant 




de plans S^^; de même la surface passe aussi par la conique). — 
Accessoirement, cette construction nous donne la proposition sui- 
vante: 

Par deux coniques données % et >., qui sont situées dans des plans 
différents, mais qui se coupent en deux points S et T,ou qui sont tan- 
gentes en vn point S, et par un point S^ extérieur à leurs plans, on 
peut faire passer une surface de second ordre. 

On ne peut pas en fajre passer plus d'une, car deux surfaces telles que 
F^ et Fi' qui passent tous les deux par k, X et S, sont identiques, comme 
on le verra dans ce qui suit. D'abord, tout plan mené par Si et S,, qui 
contient deux points de cbacune des courbes n et >., coupe la surface 
suivant deux coniques qui coïncident en tous leurs points, puisqu'en 
outre de S, elles ont en commun les quatre points, de x et X dont il 
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vient d'être question (I, page 78). Or ii est toujours possible de mener 
de pareils plans, si l'on a d'avance convenablement choisi x etX sur la 
surface F*. Soit maintenant [j, une conique, passant par Si et S,, qui 
appartient aux deux surfaces, mais qui peut ne pas passer par !e point 
S ; soit de plus P un point quelconque de l'une des surfaces. Le plan 
SPS, (de mfime que SPS,) coupe les deux surfaces suivant deux coni- 
ques qui. en outre de S et S, (ou S et SJ , ont encore trois autres points 
communs qui appartiennent aux coniques /., >■ et \).. Ces deux coniques 
coïncidant, le point P de l'une des surfaces est situé sur l'autre ; c. q, f . d. 

On voit aussi qu'il existe également en S^ un plan tangent à la surface 
\\ et que tout autre plan mené par S^ a une conique commune avec F' ; 
suivant les circonstances, cette courbe peut dégénérer en deux droites. 
S, étant un point quelconque de la surface, nous avons de la sorte dé- 
montré la propriété fondamentale suivante des surfaces du second 
ordre : 

Une surface de second ordre ne peut être coupée par un plan quel- 
conque que suivant une conique, qui peut aussi se réduire à deux 
droites. La surface est touchée en chacun de ses points par un plan 
qui contient toutes les tangentes possibles de la surface en ce point. 

Nous appellerons l'attention sur un point particulier. Pour démontrer 
f{u'on peut faire passer une surface du second ordre par y., X et S^ nous 
avons rapporté réciproquement l'une à l'autre les gerbes S et S^et nous 
avons tout d'abord fait coiTespondre au rayon ST un plan arbitraire 
SJUj passant par T. En changeant ce plan, nous pourrons rapporter 
d'une infinité de manières les gerbes S et Sj réciproquement l'une à 
l'autre de manière qu'elles engendrent la surface dont il s'agit; donc ; 

Deux gerbes, dont les centres sont situés sur une surface donnée du 
second ordre, peuvent d'une infinitê-de manières être rapportées réci- 
proquement Vune à Vautre, de façon à engendrer la surface du 
second ordre. 

La propriété fondamentale des surfaces du second ordre que nous 
avons démontrée plus haut va nous servir immédiatement pdur faire 
une classification de ces surfaces. Nous distinguerons les surfaces ré- 
glées du second ordre, qui peuvent être décrites par une droite, et celles 
qui ne contiennent aucune droite, — Si une surface du second ordre 
contient une droite g, elle a encore une seconde droite l commune avec 
tout plan sécant mené par g ; car la conique suivant laquelle ce plan la 
coupe se décompose alors en deux droites. Quand le pian sécant tourne 
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autour de g, la seconde di'oite l parcourt ,Ia surface. Les surfaces du 
second degré à génératrices rectilignes ne sont autres que les surfaces 
réglées et les cônes du second ordre que nous conniissons déjà En effet, 
ou bien la droite mobile l se meut de telle fa^on que deux droites qui 
figurent deux quelconques des positions qu elle occupe ne se ren- 
contrent pas, ou bien il y a deux positions /^ et /, ou elles se coupent. 
Dans ce dernier cas, le point M d mterseition de l^ et /, (fig 6) 
ne peut se trouver que sur la droite </ puisque les plins f//, et 
t/L sont différents l'un de l'autre. Soient m^ntenanf A et B deux points 
quelconques de la surface qui ne soient &ui aucune deb dioites g /,, /^ 
et supposons ia surface du second oïdie coupée suuint les coniques 
■/.ety. par deux plans passant par A et B Lpsdeu\ suiiices ioniques qui 



projettent x et X du point M sont alors identiques puisqu'elles ont en 
commun les cinq rayons Wi., MB, g, /,, l^ ; et chacun de leurs rayons 
appartient à la surface du second ordre donnée, parce qu'il renferme 
trois de ses points, à savoir M et un point de chacune des coniques 
y. etX.Dans ce cas, la surface est donc un cône du second ordre. 

D'autre part, si aucunes des positions de la droite mobile / ne se ren- 
contrent,' nous prendrons trois quelconques d'entre elles, /,, /,, ï,- Une 
quatrième droite qui rencontre /j, l^ et l^ fait également partie de la 
surface du second ordre puisqu'elle a trois points d'intersection com- 
muns avec elle, et l'on pourra aussi décrire la surface en faisant glisser 
une droite mobile sur les trois droites l^, l^, l^. Dans ce cas, la surface 
du second ordre est donc une surface réglée, c'est-à-dire un hyperbo- 
loïde aune nappe ou un paraboloïde hyperbolique. 
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Les surfaces du second ordre sur lesquelles ne sont situées aucunes 
droites se divisent en ellipsoïdes, en paraboloïden elliptiques et en hy- 
perboloïdes à deux nappes. L'ellipsoïde n"a aucun point commun avec 
le plan à l'infini ; le paraboloïde elliptique lui est tangent et l'ijyperbo- 
loïde à deux nappes le coupe suivant une courbe du second ordi-e. On 
obtient des cas particuliers de ces genres de surfaces en faisant tourner 
une conique autour d'un de ses axes; l'ellipse, dans une rotation de ce 
genre, décrit un ellipsoïde de révolution, la parabole un paraboloïde de 
révolution et l'hyperbole un hyperboloïde de révolution à deux nappes, 
quand la rotation s'effectue autour de son axe principal. Si au contraire 
la rotation a lieu autour de son axe conjugué, on obtient un hyper- 
boloïde de révolution à une nappe. 

D'après sa définition, l'ellipsoïde a une ellipse commune avec un plan 
sécant quelconque. La section du paraboloïde elliptique par un plan 
ne sera une parabole que si ce plan contient la direction sur laquelle se 
trouve le point à l'infini du paraboloïde ; dans tout autre cas, c'est une 
ellipse. Nous avons vu de même (I, page 126) que la section du para- 
boloïde hyperbolique par un plan est une hyperbole qui peut aussi dé- 
générer en deux droites ; ce n'est exceptionnellement une parabole que 
si le plan sécant passe par le point de contact du paraboloïde et du plan 
à l'infini. Un plan sécant coupe l'hyperboloïde à une nappe et l'hyper- 
boloïde à deux nappes suivant une ellipse, une parabole ou une hyper- 
bole, selon que ce plan ne contient aucun point de la courbe située à l'in- 
fini sur l'hyperboloïde ou bien qu'U en renferme un ou deux; dans le 
cas de l'hyperboloïde à une nappe, la section peut aussi se composer 
de deux droites. 

Une surface du second ordre engendrée par deux gerbes réciproques 
quelconques S et S, est-elle réglée ou non ? On peut facilement le savoir 
à l'avance en se servant de cette propriété que tout plan tangent d'une 
surface réglée a avec elle une ou deux droites communes. Or, le rayon 
SSj de la gerbe S a pour correspondant le plan tangent en S^ et les diffé- 
rents plans du faisceau SS, ont pour éléments correspondants les diffé- 
rentes tangentes à la surface en Sj. Si deux des rayons de ce faisceau de 
tangentes sont contenus dans les plans du ffùsceau SSj qui leur corres- 
pondent, le plan tangent a ces deux rayons communs avec la surface du 
second ordre et cette dernière est une surface réglée. Si la coïncidence 
n'a lieu que pour un seul rayon, nous avons un cône; enfin, si aucun 
des rayons du faisceau de tangentes n'est situé dans le plan qui lui 
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conuspoiicl, la surface du second ordre n'a pas de génératrices recti- 
lîgnes. Dans le cas tout à fait particulier où trois plans, et par suite 
tous les plans du fjùsceau SS, passent par les rayons de Sj qui leur 
correspondent, la surface du second ordre se décompose en deux plans; 
et il en résulte que toute conique commune à la surface et à un plan 
quelconque doit se décomposer en deux droites. 
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Polarité des surfaces du second ordre. — Diamètres, centre 
et axes principaux de ces surfaces. 



De même que les courbes du second oi-dre, les surfaces du second 
ordre possèdent aussi certaines propriétés qu'on désigne généralement 
sous le nom de propriétés polaircx ou de polanté. On peut les établir 
facilement au moyen des théorèmes de fa cinquième leçon. Dans ce qui 
suit, nous laisserons de côté les surfaces coniques du second ordre, 
parce que leurs propriétés polaires ont été déjà démontrées en même 
temps que celles des courbes du second ordre (I, page 106). 

Soit A. un point quelconque de l'espace, qui n'est pas situé sur 
une surface donnée F^dusecondoi-dre. Nous menons par A des sécantes 
. quelconques à la surface et sur chacune d'elles nous déterminons ie 
point qui est harmoniquement séparé de A par les deux points où la 
sécante rencontre la surface. Tous ces points conjugués harmoniques 
doivent alors se trouver dans un même plan «. En effet, le lieu géo- 
métrique de ces conjugués harmoniques et un plan quelconque, qui passe 
par A et qui coupe la surface F' suivant une courbe du second ordre, 
ont une droite commune qui est la polaire du point A par rapport à 
cette courbe du second ordre ; et comme toutes ces droites, qui se 
coupent deux à deux, ne passent pas par un seul et même point, elles 
sont toutes situées dans un seul et même plan «. Ce plan renferme 
aussi les points de contact des tangentes que l'on peut mener de A à 
l'une quelconque des courbes du second ordre dont il vient d'être 
question ; il contient également les points d'intersection des tangentes 
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de ces courbes dont les points de contact sont situés sur une droite 
passant par A (Voir I, pages 96 — 97). Il en résulte que deux plans 
tangents quelconques à la surface, dont ies points de contact sont 
situés sur une droite passant par A, se coupent sur le plan « ; en effet, 
les tangentes contenues dans ces plans tangents se coupent deux à 
deux suivant des points de a. 

Nous dirons que a est hplan polaire ou !a polaire de A et que, récipro- 
quement, A est le pôle du plan a. Le pian polaire d'un point quelconque 
se trouve donc déterminé par les propriétés suivantes des surfaces du 
second ordre qui peuvent servir chacune à le définir et à le construire. 

Si par un point A, non situé sur une surface donnée du second 
ordre, on mène à celle surface des sécantes et des plans sécants et si 
l'on détermine: 

1° Les points de ces sécantes, harmoniquement séparés de k par la 
surface ; 

2° Les polaires de A par rapport aux coniques communes à la sur- 
face et aux plans sécants ; 

3° Les droites d'intersection des plans tangents à la surface en 
deux points situés sur une même sécante ; 

4° Les points de contact de toutes les tangentes et de tous les plans 
tangents à la surface, qui passent par A; 

Tous ces points et toutes ces droites sont situés dans un même plan 
a, appelé le plan polaire de A et dont A est le pôle . 

Les tangentes qu'on peut mener à la surface donnée par l'un quel- 
conque de ses points forment un faisceau de rayons du premier ordre. 
Si, au contraire, on considère un point quelconque A, non situé sur la 
surface et dont le plan polaire coupe cette surface, on voit que : 

Les points de contact de toutes les tangentes et de tous les plans 
tangents qu'on peut mener à une surface du second ordre par un point 
donné quelconque A sont situés sur une conique; par conséquent, les 
tangentes elles-mêmes sont situées sur une surface conique du second 
ordre, qui est enveloppée par les plans tangents. 

La conique dont il s'agit dans ce théorème est celle qui est commune 
à la surface du second ordre et au plan polaire de A. II est clair que, 
réciproquement, tout droite qui unit un point P de cette conique avec 
A est tangente en P à la surface du second ordre ; en effet, si elle coupait 
la surface en un autre point Q, le point harmoniquement séparé de A 
par P et Q serait extérieur au plan polaire de A, puisque P est situé 
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dans ce plan. Tout plan qui projette une tangente de la conique du point 
A est donc un plan tangent de la surface. Comme une droite quelconque 
menée par A ne rencontre pas plus de deux tangentes de cette conique, 
nous avons ce théorème : 

Par une droite, qui n'appartient pas tout entièi'e à une surface du 
second ordre, on ne peut mener plus de deux plans tangents à la 
surface ; cette surface est donc de seconde classe. 

Étant donnée une surface quelconque du second ordre, à tout point 
qui n'est pas situé sur la surface correspond un plan polaire. Pour le 
cas limite que nous avons laissé de côté jusqu'ici, nous dirons qu'à 
tout point situé sur la surface correspond comme plan polaire son plan 
tangent et réciproquement quele pôle de tout plan tangent à la surface 
est son point de contact. Le théorème suivant étahlit clairement le 
mode de correspondance des points et des plans. 



^tant donnés deux points A et 
B, si le premier est situé dans le 
plan poliùre du second, le second 
est aussi dans le plan polaire du 
premier. 



Étant donnés deux plans, si le 
premier passe par le pôle du second , 
le second passe aussi par le pôle 
du premier. 



En effet, (coupons la surface du second ordre par un plan contenant 
les points A et B et construisons la polaire de chaque point par rapport 
à la courbe de section. Par hypothèse, la polaire de B passe par le 
point A; par conséquent (I, page 99) la polaire de A passe par le 
point B. Or, la polaire de A par rapport à cette courbe de section est 
contenue dans le plan polaire de A pai' rapport à la surface du second 
ordre ; donc B est situé dans ce plan polaire. Le théorème de droite 
n'est que la répétition de celui de gauche. 

Si donc un point se meut dans un plan, son plan polaire pivote en 
même temps autour du pôle de ce plan ; et si un plan pivote autour 
d'un point, son pôle se meut dans le plan polaire de ce point. Nous 
déduisons de là que : 



Si un point se meut sur une 
droite et par conséquent dans deux 
plans en même temps, son plan 
polaire tourne autour d'une droite ; 
en effet il tourne autour des 



Si un plan tourne autour d'une 
droite, et par conséquent autour 
de deux points de cette droite en 
même temps, son pôle se meut 
sur une droite ; en effet, il se meut 
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pules des deu\ pliiis e( par con- 
séquent autour de la droite qui 
réimit ces pôle'i 



dans les plans polaires des deux 
points et par conséquent sur l'inter- 
section de ces plans. 



Étant données deux droites, on dit que l'une d'elles est la polaire de 
! lutie quand les pl\ns polfùres de tous les points de l'une passent pai- 
l'autie et quand, lecipioquement, les pôles de tous les plans passant 
pai 1 une sont situes sur l'autre. La surface du second ordre fait donc 
roiiespondie a toute dioite de l'espace une autre droite qui est sa 
polaire. La double proposition qui précède peut aussi s'énoncer comme 
il suit: 

Si une droite passe par un point, i Si une droite est situé dans un 
sa polaire est située dans le plan plan, sa polaire passe par le pôle 
polaire de ce point. | de ce plan. 

D'après cela, pour construire la polaire g, d'une droite y, nous pou- 
vons chercher les plans polaires de deux points de g et déterminer leur 
droite d'intersection g„ ou chercher les pôles de deux plans passant 
par g et déterminer la droite g, qui les unit. Si la droite g est coupée 
en deux points pai- la surface du second ordre, les deux plans 
tangents à la surface aux deux points d'intersection passent par la 
polaire g, de g. Si de g l'on peut mener doux plans tangents à la sur- 
face, g, contient les deux points de contact de ces plans. Si g est tan- 
gente à la surface, elle est coupée par sa polaire en son point de contact 
et se trouve avec elle dans un plan tangent de la surface; en effet, (/ 
étant située dans le plan tangent, g, doit contenir le pôle de ce plan, 
c'est-à-dire son point de contact, et comme g passe par ce point, (/, doit 
être située dans !e plan polaire de ce point, c'est-;\-dire dans le plan 
tangent. 

Dans tout autre cas, nous pourrons déterminer la polaire 3, d'une 
droite g ainsi qu'il suit. Nous couperons la surface du second ordre par 
des plans contenant la droite g et nous chercherons le pôle de g par 
rapport à chacune des courbes d'intersection ; tous ces pôles sont situés 
sur la droite g,. En effet, soit P l'un quelconque de ces pôles; le plan 
polaire de P passe par la droite g et par conséquent P doit être situé 
sur g,. Quelle construction réciproque peut-on déduire de celle qu'on 
vient de donner ? 

Pour construire le pôle d'un plan donné, nous cherchons les plans ou 
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les droites polaires d'un nombre quelconque de points ou de droites 
situés pai' ce pian ; tous ces plana ou droites polaires se coupent au point 
cliei'cbé. En particulier, les plans tangents en tous les points communs 
il la surface et au plan passent par le pôle cherché ; si par une droite 
quelconque du plan on peut mener deux plans tangents à la surface, 
le pôle est situé sur la droite qui unit les deux points de contact et il 
est harmoniquement séparé (II, page 42 ) du plan donné par les deus 
plans tangents. 

La polarité des surfaces du second ordre nous conduit à un cas 
particulier de la réciprocité dans Vespace. En effet, puisque par le 
moyen d'une surface du second ordre à tout point P correspond un 
pian it comme plan polaire et à tout plan ou toute di'oite passant par P 
un point, qui est le pôle du plan, ou une di-oite, qui est la polaire de 
la droite, ce point ou cette droite étant contenus dans ir, la définition 
générale de la réciprocité (donnée 11, page 23) trouve immédiatement 
son application ici. 

Deux formes de l'espace sont rapportées réciproquement l'une à 
l'autre, et par suite projectives, quand elles sont les polaires l'une de 
l'autre par rapport à une surface du second ordre. 

Au moyen de ces remarques, on peut démontrer maintenant le théo- 
rème qui suit. 

Toute surface du second ordre est enveloppée par une gerbe de 
plans du second ordre. 

Imaginons la surface du second ordre engendrée par deux gerbes 
. réciproques S et S^ de telle sorte qu'en tout point P de la surface se 
coupent un rayon de S et le plan correspondant de S,. Alors tous les 
plans tangents de la surface sont engendrés par deux ■ systèmes plans 
réciproques u et s,, le plan tangent en un point quelconque P joignant 
uu rayon de tr au point correspondant de ci- Les deux systèmes plans 
sont les polaires par rapport à la surface du second ordre des gerbes S 
et Si ; la surface est respectivement tangente en S et Si aux plans s et 
(7, et toute droite ou tout plan de S ou de S, a respectivement pour 
élément correspondant une droite ou un point de c ou cj. 

En vue de nos reclierches ultérieures, nous introduirons encore les 
dénominations qui suivent : 

Deux points, ou un point et un l Deux plans, ou un plan et une 
rayon sont dits conjugués, quand [ droite sont dits conjugués, quand 
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chacun d'eux est situé sur le plai 
polaire ou la droite poliûre di 
l'autre. 



DE POSITION, 

I chacun d'eux passe par le pôle 
ou la polaire de l'autre. 



Deux droites sont dites conjuguées, quand chacune d'elles est dans 
un même plan avec la polaire de l'autre. 

D'après cela, un point est conjugué à tous les points et à tous les rayons 
qui sont situés dans son plan polaire ; un plan est conjugué à tous les 
rayons et à tous les plans qui passent par son pôle ; et enfin une droite 
g est conjuguée à tous les points situés sur sa polaire Qi, à tous les plans 
qui passent par gi et à toutes les droites qui sont coupées par ij,. Tout 
point, toute tangente et tout plan tangent de la surface est conjugué à 
lui-même. 



Si deux points A et B sont con- 
jugués par rapport à une surface 
du second ordre, i!s sont aussi 
conjugués par rapport à toute 
courbe du second ordre suivant 
laquelle un plan quelconque du 
i AB coupe la surface. 



Si deux plans « et p sont conju- 
gués par rapport aune surface du 
second ordre, ils sont aussi conju- 
gués par rapport à tout cône du 
second ordre circonscrit à lasurface 
et dont le sommet est situé sur la 
droite a^. 



En effet, par hypothèse, le plan polaire du point A passe par B ; il 
renferme donc aussi (II, page 42) la polaire de A par rapport à la courbe 
d'intersection du second ordre, et par conséquent cette polaire doit con- 
tenir le point B, ainsi qu'on l'a énoncé. Cette double proposition admet 
une réciproque. 

Soit donc g une droite qui n'est pas conjuguée à elle-même (c'est-à- 
dire qui n'est pas tangente à la surface du second ordre) et supposons 
qu'on fasse correspondre l'un à l'autre 

les points de la ponctuelle g qui 
sont conjugués deux à deux, ces 
points sont accouplés învolutive- 
ment (1, page 147). 

Si dans un faisceau de rayons, dont le centre et le plan ne sont pas 
Conjugués à eux-mêmes, on fait correspondre entre eux les rayons 
conjugués deux à deux, ses rayons sont accouplés involutivement^ 



les plans du faisceau g qui sont 
conjugués deux à deux, ces plans 
sont accouplés involutivement. 
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Ce dernier théorème peut se ramener aux précédents. En effet, nous 
pouvons dans le plan du faisceau fiure correspondre à chaque rayon un 
point qui lui est conjugué ; nous obtenons ainsi une ponctuelle dont les 
points sont accouplés involutivenient et à laquelle le faisceau de rayons 
est pei'spectif. 

Si iinpointou un rayon décrit un système plan a, sa polaire déciit 
une gerbe A réciproque à a, dont le centi'e est le pôle du plan «. Toute 
section plane § de cette gerbe est également rapportée réciproquement 
à H et toute gerbe B pei-spective à a est réciproque à A. Donc: 



Deux systèmes plans a et p, dont 
les lieux ne sont pas conjugués, 
seront rapportés réciproquement 
l'un à l'autre, si à tout point de !'un 
on assigne comme correspondant 
la droite de l'autre système qui iui 
est conjuguée. 



Deux gerbes A et B, dont les 
sommets ne sont pas conjugués, 
seront rapportées réciproquement 
l'une à l'autre, si à tout rayon de 
l'une on assigne comme corres- 
pondant le plan de l'autre gerbe 
qui lui est conjugué. 



Si un point décrit une forme rectiligne g, son plan polaire décrit un 
faisceau de pians </, projectif à g ; toute section de 17^ est donc projective 
à p et toute projection de g est projective à j^. Entre autres propriétés, 
on déduit delà que: 

Deux ponctuelles ou deux faisceaux du premier ordre, dont les lieux 
ne sont pas conjugués, seront rapportés projectivement entre eux, si 
l'on assigne conmie correspondants l'un à l'autre les éléments de ces 
formes qui sont conjugués deux à deux. 



APPENDICE. 



DIAKÈTRBS ET PLANS BIAHÉTRAUX - CENTRE, AXES PRIMCIPATIX ET PLANS 
DE SYMÉTRIE DES SURFACES DU SECOKD ORDRE. 



Les points milieux de toutes les cordés qu'on peut mener dans une 
surface du second ordre parallèlement à une direction donnée quel- 
conque sont situés dans un plan diamétral de la surface. Ce plan ren- 
ferme aussi les points de contact de toutes les tangentes et plans tan- 
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gents, menés à la surface parallèlemeni à la direction donnée, el les 
centres de toutes les courbes du second ordre qui sont situées sur la 
surface et dont les plans contiennent cette direction. 

Ce plan diamétral est le plan polaire du point à riniini qui est situé 
sur la direction donnée. 

Si l'on coupe une surface du second ordre par un faisceau de plans 
pai-allèles, les centres de toutes les courbes d'intersection sont situés 
stir une rfreife qu'on appelle un diamètre de la surface. Les plans tan- 
gents aux points oit la surface est coupée par le diamètre sont pa- 
rallèles aux plans sécants. 

Ce diamètre est la polaire de la droite à l'infini qui est commune aii\ 
plans pai'allèles. 

Tous les diamètres et tous les plans diamétraux d'une surface du 
second ordre passent par nn même point. 

C'est ie pôle du plan à l'infini, parce que ce plan contient les polaires 
et les pôles de tous les diamètres et de tous les plans diamétraux. 

Si la surface du second ordre est tangente au plan à l'infini, le point 
de contact est le pôle de ce plan ; ce pôle est donc aussi à l'infini. C'est 
ce qui a lieu pour les deux pai-aboloïdes ; donc : 

Les diamètres et les plans diamétraux d'un paraboloïde elliptique 
ou hyperbolique passent par le point à l'infini oii la surface est tan- 
gente au plan à l'infini. Les diamètres d'un paraboloïde sont donc 
parallèles. 

Pour les autres surfaces du second ordre, le pôle du plan à l'infini est 
un point propre qu'on appelle le centre de la surface. 

Le centre d'un ellipsoïde, d'un hyperboloïde à une nappe ou d'un 
kyperboloïde à deux nappes est aussi le centre de toutes les courbes 
du second ordre qui sont situées sur la surface et dont les plans 
passent par ce point. Toute corde de la surface qui passe par le centre 
est bissecle'e par ce point. 

Eu effet, le centre est conjugué à Lout point et à tout rayon à l'infini et 
il est séparé harmoniquement du point à l'infini sur chaque corde par 
les deux points où cette corde perce la surface (11, page 45). 

Tous les plans tangents aux points à l'infini sur un hyperboloïde à 
une ou à deux nappes se coupent au centre de la surface (II, page 4S) et 
enveloppent un cône du second ordre, qu'on appelle le cône asympto- 
tique de V hyperboloïde. Le cône asymptolique est tangent à l'hyperbo- 
loïde le long de sa courbe à l'infini. Un plan sécant quelconque a en 
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)ecVhyperboloïde une'eîUpse, une parabole ou une hyper- 
bole, selon que ce plan ou un plan parallèle coupe le cône asympto- 
lique suivant une ellipse, une parabole ou une hyperbole. 

Un diamètre quelconque d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde a pour 
conjugués un plan diamétral, et l'un quelconque des diamètres situés 
dans ce plan diamétral. Le plan conjugué divise en deux parties égales 
toutes les cordes de la surface qui sont parallèles au diamètre ; et réci- 
proquement, le diamètre passe par les centres de toutes les coniques de 
la surface dont les plans sont parallèles au plan diamétral qui lui est 
conjugué. Si le plan qui mût deux diamètres conjugués coupe la surface 
du second ordre, ces diamètres sont aussi des diamètres conjugués dans 
la section qu'il détermine dans la sm'face, parce que toutes les cordes 
de cette courbe qui sont parallèles à l'un des diamètres sont bissectés 
par l'autre. 

Un diamètre qui est perpendiculaire au plan qui lui est conjugué 
s'appelle un axe principal ou un axe de la surface du second ordre. 

Un paraboloïde n'a qu'un seul axe a. 

Les centres des coniques de la surface, dont les plans sont normaux 
ik la direction du diamètre, sont situés sur cet axe. Les plans diamétraux 
qu'on peut mener par l'axe a sont conjugués deux à deux; par consé- 
quent, le faisceau de plans a est en involution {II ,page 46). Coupons-le par 
un plan perpendiculaire à a, qui nous donne un faisceau de rayons en 
involution ; il en résulte que suivant que ce faisceau sera rectangulaire 
ou non, les plans conjugués a et Œj du faisceau a seront perpendiculaires 
deux à deux, ou qu'il y en aura au moins un couple satisfaisant à cette 
condition (I, page 181). Or, comme le plan a est conjugué et normal à 
tous les pians qui sont perpendiculaires à l'axe principal a, il est aussi 
normal à la direction sur laquelle est situé son pôle à l'infini ; il divise 
donc en deux parties égales toutes les cordes du paraboloïde qui lui 
sont noi'males et l'on peut d'après cela lui donner le nom de plan de 
symétrie de la sm-face. Il en est de même pour le plan a,. 

Le paraboloïde a donc au moins deux plans de symétrie qui se 
coupent normalement suivant son axe. 

Si tout plan mené par l'axe a est un plan de symétrie, toute courbe 
d'intersection du paraboloïde par un plan perpendiculaire à a possède 
un faisceau rectangulaire de diamèti'es, comme on l'a remarque précé- 
demment; cette courbe est donc un cercle (I, page \\\). Dans ce cas, 
le paraboloïde est un paraboloïde de révolution. 

GÉOMÉime DE posmoN. — H. 4 
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En général, les diamètres d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde ne 
sont pas perpendiculaires aux plans diamétraux qui leur sont conjugués. 
Car lorsque ceci a lieu d'une manière générale, lorsque par conséquent 
tout diamètre est un axe principal de la surface, celle-ci est une sphère. 
En effet, dans ce cas, tout faisceau de diamètres est rectangulaire et con- 
séquemment la courbe suivant laquelle son plan coupe la surface est un 
cercle ; et par suite aussi, tous les points de cette surface sont à égale 
distance de son centre. — Dans un ellipsoïde ou un hyperboloïde, il 
n'y a en général qu'un seul diamètre d, conjugué à un diamètre d qui 
lui soit perpendiculaire ; ce diamètre rf, se trouve à la fois dans le plan 
diamétral S conjugué à rf et dans le plan diamétral 3^ perpendiculaire 
kd. 

Si le diamètre d décrit autour du centre de la surface un faisceau de 
rayons y, le plan diamétral S qui lui est conjugué décrit un faisceau de 
plans projectifs au faisceau de rayons y {lU page 45) et dont l'axe 3 est 
conjugué au plan y. En même temps, le plan diamétral S^ normal à d 
décrit un second faisceau de plans dont l'axe g, est normal à y ; et ce 
faisceau de plans g, est aussi projectif au faisceau de rayons y, puisque 
deux rayons de ce dernier comprennent entre eus le même angle que les 
plans du premier faisceau qui leur sont perpendiculaires. Les Caisceaux 
de plans g et g^ sont donc projectifs entre eux et engendrent en général 
un cône du second ordre. 

Si un diamètre d, qui pivote autour du centre dhm ellipsoïde ou 
£un hyperboloïde, décrit un faisceau de rayons y, Is diamètre dj qui 
lui est conjugué et normal décrit en même temps un cône du second 
ordre, qui a pour sommet le centre de la surface. 

Il n'y a d'exception à ce théorème que si le faisceau de rayons y con- 
tient un axe principal de la surface, parce que les faisceaux de plans g 
et g^ ont alors comme élément correspondant commun le plan diamétral 
conjugué à l'axe principal et par conséquent sont perspectifs. 

A l'aide de ce théorème, nous pouvons démontrer que tout ellipsoïde 
et tout hyperboloïde a des axes principaux (cette proposition se trouve 
déjà établie pour le cas d'exception que nous venons de mentionner). 
Supposons qu'on construise les cônes du second ordre r et E qui corres- 
pondent à deux faisceaux de diamètres y et e ; et admettons que l'on 
ait choisi £ de telle manière que E réunisse l'un à l'autre deux diamètres 
menés l'un à l'intérieur et l'autre à l'extérieur de r ; ceci peut se fidre 
facilement; Les cônes concenliiques r et E doivent alors se couper ; ils 
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aui'ont donc au inoins deux rayons et au plus quatre rayons communs. 
L'un de ces rayons communs est conjugué et normal au rayon commun 
aux faisceaux de diamètres y et ^ ; tout autre d'entre eux a a un diamètre 
conjugué aussi bien dans y que e et il est normal à ces diamètres. Pai' 
conséquent a est aussi normal au plan dans lequel ces rayons conjugués 
sont situés; c'est donc un axe principal de la surface considérée (ellip- 
soïde ou hyperboioïde}. Le plan diamétral conjugué à l'axe a est un pîan 
de symétrie de la surface, puisqu'il bissecte toutes les cordes qui lui 
sont perpendiculaires. 

Le faisceau involutif de diamètres, situé dans le plan de symétrie, 
est rectangul^re ou renferme deux diamètres conjugués 6 et c qui sont, 
l)ei"pendiculaires l'un à l'autre. Dans le premier cas, comme pour le 
paraboloïde, on voit que la surface du second ordre est de révolution et 
que chacun de ces diamètres est un de ses axes principaux; dans le 
second cas, la surface n'a que trois axes principaux a, b, c qui sont per- 
pendiculaires entre eux et conjugués deux à deux. 

Dans les recherches qui précèdent et qui ont trait aux axes princi- 
paux d'un ellipsoïde ou d'un hyperboioïde, nous avons pris pour point 
de départ cette proposition que tout diamètre a un plan diamétral con- 
jugué et qu'à tout faisceau de diamètres correspond un faisceau projectif 
de plans diamétraux conjugués. De même, dans les cônes propres du 
second ordre, à tout rayon passant par le sommet correspond un plan 
diamétral et à tout faisceau de rayons un faisceau projectif de plans 
diamétraux conjugués. Nos considérations sont donc encore applicables 
aux cônes du second ordre et nous pouvons énoncer le théorème ainsi 
qu'il suit: 

Tout ellipsoïde, tout hyperboioïde et tout cône propre du second 
a trois axes principaux perpendiculaires entre eux; les trois plans 
qui les joignent deux à deux sont des plans de symétrie de la surface. 
C'est seulement quand la surface est de révolution quelle a plus de trois 
axes principaux ; elle en a alors une infinité. 
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Affinité, similitude et congmence des systèmes plans 
et des courbes du second ordre. 



Deux systèmes coUinéaires pians s et 2^ sont dits alliés, ou en af(i- 
itilé, quand leurs droites à l'infini se correspondent. A tout point à l'in- 
fini dans l'un des systèmes coiTespond un point à l'infini dans l'auti'e, 
k tout parallélogramme correspond un parallélogramme, à toute ponc- 
tuelle une ponctuelle projective semblable {I, ps^ 92). Une gerbe de 
rayons parallèles est coupée par deux plans quelconques suivant des 
systèmes alliés. 

Pour rapporter l'un à Vautre deux systèmes plans de manière qu'ils 
soient en affinité, nous pouvons prendre à volonté dans chacun d'eux 
un triangle propre et faire correspondre arbitrairement les uns aux 
autres les sommets de ces triangles. Ces triangles forment avec les 
droites à l'infini des deux systèmes deux quadrilatères complets rap- 
portés l'un à Vautre; par leur moyen, le point ou le rayon de Vun des 
systèmes qui correspond à un point ou à un rayon de Vautre système 
se trouve déterminé d'une seule manière. 

Nous savons que dans les ponctuelles projectives semblables les seg- 
ments homologues sont deux à deux dans un rapport constant et que 
pai' suite les ponctuelles sont divisées en parties proportionnelles par 
leurs points homologues. 

Dans deux systèmes alliés i) et Si soient donnés deux couples de 
droites homologues x, y et x^. y, (fig. 7) qui se coupent respectivement 
aux jiointsM et M, ; supposons de plus ([u'on connaisse les rapports 
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des segments homologues ; on peut alors construiro le point 



DC HE 

K, de 2, homologue à un point qiielconrpe K de s en procédant comme 




il suit. Nous menons par K une parallèle à x; qui coupe y en J, et une 
parallèle à y, qui coupe x en L. Puis nous déterminons le point J, de 
y, qui correspond àl, de manière qu'il vérifie la proportion suivante 



M,J, 



H E 



T)e même nous déterminons le point L, de x, qui correspond à L, de 
manière que 

Enfin nous menons par J, une parallèle à x, et par L, une parallèle k 
y,; ces deux droites se coupent en un point K, qui correspond à K. 

Nous pouvons énoncer comme il suit cette règle de construction 
qu'Euler avîùt déjà donnée en se servant des termes de la géométrie 
analytique : 

Pour construire la forme alliée à une forme plane donnée, nous rap- 
portons cette dernière à deux axes fixes de coordonnées. Ensuite noua 
augmentons ou nous diminuons les ordonnées de fous les points dans 
un rapport constant tpielconque et nous en faisons autant pour les 
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abscisses en prenant arbilrairement le r 
moyen deces nouvelles coordonnées, nous construisons tous les points 
de lu fo'nne alliée cherchée -par rapport à deux axes fixes de coor- 
données choisis à volonté. 

Si noua donnons le nom de Figure à une portion du système plan 
limitée dans tous les sens, nous pouvons énoncer pour les systèmes 
plans en affinité un théorème analogue à celui qui a été rappelé plus 
haut pour les ponctuelles projectives semblables ; le voici : 

Dans les systèmes plans en affinité les figures qui se correspondent 
deux à deux sont dans un rapport constant; ou deux figures quel- 
conques de Vun des systèmes sont entre elles dans le même rapport 
que les figures correspondantes de l'autre système. 

Nous allons démontrer d'abord ce théorème pour les parallélogram- 
mes et les triangles. Soient donc (fig, 7) ABCD et EFGH deux parallélo- 
grammes quelconques de l'un des systèmes 2 et k^^fiJ)^ et E[F^G,H, 
les parallélogrammes qui leur correspondent respectivement dans le 
second système 2^ Lei dnutes AB et CD sont respectivement coupées 
par EH en J et M et pai FG en k et L ; de sorte que JKLM est un nou- 
veau pai'allélogi amme de 2 auquel correspond un parallélogramme ana- 
logue J,KiL,J\I, dans Si Les pai allélogrammes ABCD et JKLM sont entre 
eux comme leuis bases DC et MI puisque leurs hauteurs sont égales et 
l'on a de même 

A,b,r,D, _D^C, 
J,k,L,M,^M,L,' 



Mais comme les formes rectilignes MLDC et M,L|D|C| sont projectives 
semblables, on doit aussi avoir la proportion 



M,b, 



et nous en déduisons !a proportion suivante : 



mCD _ A,B,C,D, 
JKLM~I,K,L,M," 



Comme on a de même : 



JKIM _ 
EFGÎI"" 



""e.f.g.h,' 
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il en résulte !a proportion 

JKLM _ J, K,LX 
ËFÏTH ~ B,F,G.H,' 

En joignant cette dernière relation à celle qu'on vient d'écrire, on 
trouve enfin la relation cherchée : 

ABCD _ A,B,G,D. 
EFGH ~ E,F,GjHj' 

Remplaçons chaque parallélogramme par sa moitié, c'est-à-dire par 
l'un des deux triangles en lesquels une diagonale le décompose, nous 
avons la proportion 

ABC _ A,B,C. 
EFG ~ E;f;^' 

Gomme les parallélogrammes ABGD et EFGH ont été pris d'une ma- 
nière tout à fait arbitraire dans 2, nous pouvons aussi regarder les 
triangles ABC et EFG comme absolument quelconques. Nous avons dé- 
montré de la sorte que deux triangles quelconques d'un système sont 
entre eux dans le même rapport que les triangles qui leur correspondent 
dans l'autre système. 

Notre théorème s'applique aussi pour des figures quelconques lintitées 
par des lignes droites, parce que l'on peut les décomposer en triangles 
par le moyen de leurs diagonales ; il doit donc aussi subsister pour les 
figures à contour curviligne, puisqu'il est vrai pour les polygones qu'on 
peut inscrire ou circonscrire à ces figures et dont l'aire se rapproche in- 
définiment de celle que renferme le contour curviligne. 

L'égalité est un cas particulier de l'affinité. Ce cas se produit dans 
les systèmes alliés, quand deux figures homologues quelconque ont même 
£Ûre. L'idée d'égalité est prise ici dans un sens plus restreint que dans 
la planimétrie dans le sens d'équivalence ; en effet, par exemple, deux 
quadrangles KLMN et K,LjM^N^ qui ont même surface ne sont des 
figures homologues dans deux systèmes en affinité que si les triangles 
KLM, KLN, KMN et LMN contenus dans le quadrangle KLMN ont res- 
pectivement même surface que les triangles K,L,M,, K,LjN,, K,M,N, 
et LjMjN,. Il s'agit donc ici de l'égalité qui s'étend aux plus petites 
parties qui se correspondent dans les figures. 
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Deux courbes, qui se correspondent dans des systèmes alliés, ont le 
même nombre de points à l'infini et d'asymptotes, puisque tout point à 
l'infini a pour correspondant un point à l'infini, et toute tangente d'une 
courbe une tangente de l'autre courbe. Une ellipse ne peut donc unique- 
ment avoir pour figures alliées que des ellipses, une parabole des pai'a- 
boles, et une hyperbole des hyperboles. Réciproquement, il est facile 
de démontrer que deux courbes du second ordre, et de même espèce, 
peuvent toujours, et d'une infinité de manières, être rapportées l'une 
à l'autre par affinité. Ces relations nous conduiront à un grand nombre 
de propriétés intéressantes : 

Pour allier deux paraboles l'une à Vautre, nous pouvons prendre 
à volonté deux points k et h sur Vnne et leur assigner pour corres- 
pondants devx points quelconques A, et R^ sur Vautre. De cette ma- 




nière, à tout point de Tune des paraboles ou de son plan correspond 
un point de Vautre parabole ou de son plan. 

Soient {%. 8) CÂ" et CB les tangentes à la première parabole k aux 
points A et B et soient de même C.Aj et Cfi^ celies de la seconde para- 
bole k^ en A; et B,. Nous devons et pouvons alors allier l'un à l'autre les 
systèmes plans auxquels appartiennent k et k^ de telle sorte qu'aux 
sommets du triangle ABC correspondent respectivement les soJiimets 
du triangle A,B,C^- La parabole k qui est tangente en A et B aux droites 
VA et CB et qui a pour tangente la droite à l'infini dans son plan a pour 
correspondante une courbe du second ordre qui, de même que fr,, est 
tangente aux droites KJ\ et C,B, en A, et B^ et qui a pour tangente la 
droite à l'infini ; cette courbe se confond donc avec k^ (I, page 78). 

Le segment de la parabole /■ limité par la corde AB est avec le 
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triangle ABC dans le môme rapport que ie segment de A^, limité par 
A,B, avec le triangle A,B,C,. Or, comme les points A et B de fc ont été 
pris d'une manière entièrement arbitraire et peuvent par conséquent 
être remplacés par deux autres points quelconques de la courbe, il en 
résulte qu'un segment quelconque de parabole est dans un rapport 
constant avec le triangle formé par la corde de ce segment et les deux 
tangentes aux extrémités de cette corde. 

Soit maintenant G (fig. 9) le point milieu de AB de sorte que la 
droite GG soit bissectée par la parabole en D (I, pi^e 114) ; soit de plus 
EF la tangente en H, qui est parallèle à AB et qui rencontre respective- 




ment en E et F les tangentes AG et BC. Beprésentons par (AB), (DB) et 
(AD) les segments de parabole limités respectivement par les cordes AB, 
DB et AD ; nous avons 

ABG~DBF ADE~ ' 

m désignant une quantité constante. D'autre part, la figure nous 
donne : 

(AB) =ABD-!-(DB)+ (AD). 

Dans cette dernière équation remplaçons (AB), (DB) et (AD) par 
leurs valeurs déduites de la relation précédente, il vient: 

m (ABG — DBF — ADE) = ABD. 
Mais comme CD^DG, GF= FB et GE = EA, on a: 
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L'équation qui donne m devient alors 

m (ABC — i ABC) = |aBC ou m = |- 

2 
Donc aussi (AB) = -^ ACG ; et nous avons ce théorème: 

L'aire d'un segment de parabole est égale aux deux tiers de Faire 
du triangle formé par la corde du segment et les tangentes à la courbe 
aux deux extrémités de cette corde. 



en langage ordinaire. 

Soil ffig. 10) KLM un triangle inscrit dans une parabole et Ki,Lj,Mi 




les pôles respectifs des côtés CM, MK et KL de ce triangle. MK étant 
le plus grand côté du triangle considéré, on a : 



KLM= (MR)— (KL)— (,m), 



ou bien : 



KLM = ^(KL,M — KM,L~LK.M)= ^(M.L.K, + KLM). 

par conséquent : 

KLM = 2 M,L,K, ; 

c'est-à-dii'e : faire d^un triangle inscrit dans une parabole est 
double de celle du triangle circonscrit dont les côtés sont tangents à la 
parabole aux sommets du triangle inscrit. 

Deux paraboles peuvent aussi être considérées comme des courbes 
égales ; car nous pouvons les allier l'une à l'autre d'une infinité de ma- 
nières, de telle sorte que deux segments homologues, tels que (AB) et 
(A,B,). (fig. 8), aient même surface. 
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Dans deux ellipses ou deux hyperboles alliées, les diamètres se cor- 
respondent entre eux, et de plus tout couple de diamètres conjugués de 
l'une des courbes a pour correspondant un couple de diamètres conju- 
gués dans l'autre. Cette propriété résulte de ce que tout système de 
cordes parallèles d'une courbe a pour correspondant un système de 
cordes parallèles de l'autre courbe et, à cause de la proportionnalité des 
segments homologues, le milieu d'une corde correspond nécessjùrement 
au milieu de la corde homologue. En outre, dans les hyperboles alliées, 
les asymptotes se correspondent entre elles. 

Pour allier deux hyperboles l'une à Vautre, nous pouvons faire cor- 
respondre chaque asymptote de tune à une asymptote de Vautre et 
assigner un point ou une tangente de l'une comme élément corres- 
pondant à un point ou aune tangente de Vautre hyperbole. 

En effet, les hyperboles peuvent être rapportées projectivement l'une 
à l'autre (I, page 151) de telle sorte qu'aux deux points à l'inlim et à 
un troisième point quelconque de l'une correspondent respectivement 
les deux points à l'infini et un troisième point quelconque de l'autre. 
Les deux systèmes plans, dans lesquels les hyperboles sont situées, sont 
ainsi rapportés collinéairement l'un à l'autre (II, page 11), et ils sont en 
affinité, parce que les droites qui joignent les points à l'infini sur les hy- 
perboles, c'est-à-dire les droites à l'infini des systèmes, se correspondent 
entre elles. 

Pour allier entre elles deux ellipses k et k,, nous pouvons assigner 
comme correspondants les uns aux autres les points A, B et k^, B,, qui 
limitent deux demi-diamètres conjugués. 

Soient ABCD et A,B,C,Dj (fig. H) les deux parallélogrammes respecti- 
vement inscrits aux ellipses k et k^ et qui ont pour diagonales les deux 
couples de diamètres conjugués AC, BD et AjC,, B^Dj ; soient de plus 
M et M, les centres respectifs de k et de k^. Nous pouvons maintenant 
allier les systèmes plans auxquels appartiennent k et k^ de telle sorte 
qu'aux points A,B,G de l'un correspondent respectivement les points 
Aj,B,,G^ del'autre. Au point milieu M de AG correspond nécessiûrement 
le point milieu Mj de A,Gj et l'ellipse fe, qui est tangente en A etC à deux 
parallèles au diamètre, MB et qui passe par B, a pour correspondante 
l'ellipse Aij, c'est-à-dire la courbe du second ordre qui est tangente en 
A^ etBj à deux parallèles à la droite M,B^ et qui passe par B^. 

Au lieu des diamètres conjugués MA et MB de l'ellipse k on peut 
prendre deux autres diamètres conjugués quelconques de cette courbe ; 



y Google 



GEOMETRIE DE 



les deux ellipses /; et k^ peuvent donc être alliées l'une à l'autre d'une 
infinité de manières. Pour chaque position de WK et MB, le parallélo- 
gramme ABCD doit être dans le même rapport avec la surface de 
TelUpse k que le parallélogramme A,lt,G,D„ qui est resté invariable, 
avec la surface de l'ellipse A,, Donc: 

Tous les parallélogrammes y inscrits dans une ellipse e.t dont les dia- 
gonales sont deux diamètres conjugués, ont même surface. 

Le parallélogramme circonscrit (fig, H) dont les côtés sont tangents 
h l'ellipse aux points A,B,G,D a une surface double de ABGD ; donc : 

Tous les parallélogrammes, circonscrits à une ellipse el dont les 




côtés sont parallèles à deux diamètres conjugués, ont même sur- 
face. 

Soient 2 a et 2 i les longueurs des deux axes d'une ellipse ; 4 ab est 
l'aire d'un de ces parallélogrammes circonscrits, car 4 a i est l'aire du 
rectangle formé par les tangentes aux sonmiets de l'ellipse. 

Supposons l'ellipse alliée à un cercle de rayon r. Le rapport de la 
surface J de l'ellipse à 4 a fe est égal au rapport de la surface tc r^ du 
cerdeà la surface 4 r° du caiTé circonscrit au cercle (II, page 54). Donc: 



J 



■. ou bien J= % 



La surface de l'ellipse est égale au produit de j 
par le nombre t:. 



s deux demi-axes 
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Le cercle étaiU divisé en quatre parties égales par deux diamètres 
conjugués, il en est de même de Tellipse. 

Deux systèmes plans collinéaires 2 et s:, sont dits semblables, quand 
les angles homologues qu'ils contiennent sont égaux deux à deux. Comme 
deux parallèles dans 2, con'espondent toujours à deux parallèles dans 
2 et comme tout point à l'infini de S a aussi pour correspondant un 
doint à l'infini de 2^, les systèmes semblables sont aussi en affinité. 
Les côtés de triangles homologues de ^ et 2, sont proportionnels, 
puisque les triangles ont leurs angles égaux, et par conséquent, d'une 
manière générale, le rapport des segments homologues dans les deux 
systèmes est constant. Deux systèmes semblables sont perspectifs quand 
deux droites quelconques de l'un d'eux, qui se coupent obliquement, 
sont pai-allèles aux droites qui leur correspondent dans l'autre système ; 
en effet, les droites homologues sont alors deux k deux parallèles entre 
elles et les systèmes plans ont pour élément correspondant commun leur 
ponctuelle à l'infini (voir II, pages 19 et 20). Deux systèmes semblables 
perspectifs sont dits semblables et semblablement placés; ils sont des 
sections pai'allèles d'une même gerbe, ou bien sont situés l'un sur l'autre 
et ont de plus un faisceau de rayons correspondant commun. Dans les 
deux cas, le point par lequel passent toutes les droites qui joignent les 
])oints homologues des systèmes est appelé leur centre de simili- 
tude. 

Si deux courbes semblables du second ordre sont amenées en position 
perspective de manière que deux cordes ou deux tangentes qui se 
coupent dans l'une d'elles soient parallèles aux cordes ou aux tangentes 
homologues dans l'autre, toute corde ou toute tangente de l'une des 
courbesest parallèle à la corde ou à la tangente homologue de l'autre 
courbe. Les courbes sont situées dans un plan, en sorte que les droites 
qui joignent leui-s points homologues se coupent en un seul et même 
point,- ou bien ce sont des sections parallèles d'un même cône. Deux 
paraboles peuvent toujours être regardées comme deux courbes sem- 
blables du second ordre ; si l'on place leurs plans et lem's axes de ma- 
nière qu'ils soient parallèles, les tangentes homologues de ces courbes 
sont aussi pai'allèles deux à deux. Deux ellipses ou deux hyperboles ne 
peu\entètie considéiées comme des couibes semblables que si on peut 
les placer dans un même plan de telle soi te que non seulement leurs 
a\es pimt^ipaux, mais encoie deux couples quelconques de diamètres 
conjugues se supeiposent en eflpt denu diimetres conjugués quelcon- 
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ques de l'une des courljes doivent ae couper sous le même angle que les 
diamètres conjugués qui leur correspondent dans l'autre courbe. Dans 
cette situation des deux courbes, leur centre est en même temps un 
centre de similitude. Des sections parallèles d'une surface du second 
ordre sont, comme on le voit aisément, des courbes semblables ; il n'y 
a d'exception que quand ce sont des hyperboles situées dans les angles 
différents que forment les asymptotes. 

L'affinité est un cas particulier de la collinéation et la similitude un 
cas particulier de l'affinité ; la congruence est de même un cas pai-tieu- 
lier de la similitude. On dit que deux systèmes plans semblables sont 
congruenls quand leurs s^ments homologues sont égaux. C'est ainsi 
que la collinéation nous conduit à ces relations géométriques des figures, 
qui ont fait l'objet principal de la planimétrie des anciens. 
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Affinité, similitude, congruence et symétrie des systèmes 
de l'espace et des surfaces du second ordre. 



Nous dirons que deux systèmes de l'espace 2 et 2^ sont alliés, ou en 
affinité, quand leurs plans à Tinfini se correspondent l'un à l'autre. 
Gomme, d'après cela, toute droite à l'infmi dans 2 a pour correspondante 
une droite à l'infini dans 2„ deux systèmes plans homologues dans 
2 et 2, sont aussi en affinité; et de même, deux ponctuelles homo- 
logues de 2 et 2, sont projectives semblables. A tout parallélogramme 
de 2 doit correspondre un parallélogramme de 2^ et à tout parallélïpi- 
pède un parallélipipède. 

Pour allier l'un à l'autre deux systèmes de l'espace, nous n'avons 
qu'à choisir à volonté un tétraèdre propre dans chacun d'eux et à 
faire correspondre arbitrairement les sommets de ces tétraèdres. 

En effet, comme les quatre faces de l'un des tétraèdres correspondent 
tûnsi aux faces de l'autre et qu'en outre les plans à l'infini de chaque 
système se correspondent entre eux, un élément quelconque de l'un des 
systèmes détermine sans ambiguïté celui qui lui correspond dans 
l'autre {H, page 26). La construction des figures alliées dans l'espace 
peut s'opérer, à l'aide de coordonnées parallèles, d'une manière entiè- 
rement analogue à celle qu'on a indiquée précédenMuent pour le plan 
(n, pages 55-54). Nous laissons au lecteur le soin de trouver la démons- 
tration facile de cette proposition. 

SI nous donnons le nom de corps du sâJkle à une portion d'un 
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système de l'espace, qui est limitée dans tous les sens, nous pouvons 
énoncer la proposition que voici : 

Dans les systèmes alliés de l'espace, deux corps ou solides corres- 
pondants quelconques sont entre eux dans un rapport constant; ou 
deux corps ou solides quelconques de l'un des systèmes sont entre eux 
dans le même rapport que les solides qui lui correspondent dans 
Vautre système. 

ÎVous allons d'abord démontrer ce théorème pour les parallélipipèdes 
et les tétraèdres, en supposant connus quelques théorèmes de stéréoto- 
mie. Soient P et Q deux parallélipipèdes quelconques de l'un S des sys- 
tèmes et soient P, et Q, ceux qui leur correspondent dans Z^. Nous 
constmisons dans S un troisième parallélipipède R compris entre deux 
des faces parallèles opposées de P et deux des faces pai^allèles opposées 
de Q, et nous déteniiinons le parallélipipède correspondant 11, dans S,. 
P et R étant compris entre des plans parallèles ont même hauleuj' et 
sont entre eux comme leurs bases; il en est de même de P, et \^^. 
Mais les bases de P et R sont enti'e elles dans le même l'apport que 
celles de P, et H,, parce que les systèmes plans qui contiennent ces 
bases sont en affinité. Donc 

P_£, 
R ^ r/ 

Les mêmes raisonnements s'appliquent à lî, (,' et ii,, (.), et l'on a ; 
R_R, 

tles deux proportions nous donnent alors : 
P P, 

et par suite le théorème est démontré pour les parallélipipèdes. 

Par tout sommet A d'un parallélipipède (fig. l'i) passent trois arêtes 
qui joignent trois autres sommets B,C et D avec A. Le plan diagonal 
BCD sépare du parallélipipède un tétraèdre ABCD qui a même 'hauteur 
que ce parallélipipède, dont la base est la moitié de ceile de ce solide et 
dont le volume est le sixième de celui du parallélipipède. Dans chacun 
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dès solides P et Q détachons un tétraèdre de ce genre ; nous pourrons 
les regarder comme deux tétraèdres entièrement ai'bitraires du sys- 
lème 1, puisque P et Q ont été pris d'une manière tout à fait quel- 
conque. Les tétraèdres correspondants dans S, sont des parties ana- 
logues de P, et Q, et comme 

P Q_l\ Q, 

nous avons démontré de ia sorte que deux tétraèdres quelconques du 
système S sont entre eux dans le même rapport que les deux téti'aè- 
dres correspondants de 2,. 

Le théorème s'étend aux corps limités d'rnie manière quelconque 
par des plans, parce qu'on peut toujours les décomposer en tétraèdres. 




il a également lieu poui' les corps à surface courbe, parce qu'il est vrai 
pour tous les polyèdres qu'on peut inscrire ou circonscrire à ces corps 
et dont le volume peut s'approcher d'aussi près qu'on le veut du volume 
des corps considérés. 

Si le rapport de deux corps homologues est égal à l'unité, on dit que 
les systèmes alliés de l'espace sont égaux. Les systèmes plans qui se 
correspondent dans des systèmes égaux de l'espace ne sont pas égaux 
en général, mais seulement alliés. 

Deux surfaces alliées n'ont aucun point commun avec le pian à l'in- 
fini, ou lui sont tangentes chacune en un point ou sont coupées par 
lui suivant une ligne située à l'mfini ; car à tout point à l'infini de 
Tune des surfaces doit correspondre un point à l'infini sur l'autre. 
D'après cela, comme une surface réglée ne peut être collinéaire qu'à 
une surface réglée (II, page 29). on voit que deux surfaces du second 
ordre de même espèce peuvent être alliées l'une à l'autre; par exemple, 
deux ellipsoïdes, deux hyperboloïdes à une nappe, deux paràboloïdes 
elliptiques, deux cônes propres, etc. Gomme tout système de cordes 
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parallèles dans l'une des surfaces a pour correspondant un système de 
cordes parallèles dans l'autre et que tout point milieu d'une corde cor- 
respond au point milieu de la corde homologue, il en résulte que : 

Dans deux surfaces alliées du second ordre, un plan diamétral 
correspond à un plan diamétral et deux diamètres conjugués à deux 
diamètres conjugués. 

Supposons qu'on veuille allier deux paraboloïdes elliptiques ou hyper- 
boliques II et Uj ; nous prendrons sur chacun d'eux une courbe du second 
ordre qui ne contienne pas le point de contact à l'infini du pai'aboloïde 
et qui par conséquent ne soit pas une parahole, et nous allierons ces 
deux courbes l'une à l'autre; de cette manière, tout point de II sera 
rapporté à un point de Tl^. Kn effet, soient A,B,C trois pointa de l'une 
des courbes k, et D le pôle de leur plan par rapport à la surface n sur 
laquelle est située k; soient de plus Ai,B,,C, les points correspondants 
de l'autre courbe fej et Dj le pôle de leur plan par rapport à n^, nous 
pouvons et devons allier l'un à l'autre les deux systèmes de l'espace 
dans lesquels sont compris les paraboloïdes de manière que les som- 
mets du tétraèdre ABGD correspondent respectivement aux sommets 
du tétraèdre A^B,G,D^. Comme les deux systèmes plans ABC et A^BjCj 
sont en affinité, la courbe k correspond à la courbe k^ de ta manière 
qu'on a supposée et les cônes circonscrits aux surfaces n et n, qui 
projettent k et S:, respectivement de D et D, se correspondent l'un à 
l'aofre. Les deux diamètres d et d^ des surfaces n et II, qui joignent 
respectivement les points D et D, aux centres de h et /;, se correspondent 
entre 'eux. Enfm toute parabole située sur D, qui coupe k en deux 
points K et L et dont le plan passe par d, a pour correspondante dans le 
second système une parabole qui est coupée par k^ aux deux points 
homologues K, et L^ et dont le plan passe par dy ; cette seconde para- 
bole est située sur la surface 11^ parce qu'elle a en commun avec une 
section de cette surface sa tangente à l'iufini, les deux points Kj et L, 
et enfin les tangentes D^K, et D^L,- Or, comme un point quelconque 
de n est situé sur une quelconque de ces courbes, il a pour correspon- 
dant un point de IIj ; c'est-à-dire que les surfaces n et n, se coiTespon- 
dent entre elles. 

Supposons que n (et par suite aussi n,) soit un paraboloïde elliptique, 
le plan de l'ellipse k en détachera un certain segment ; ce solide est au 
cône, qui a pour base k et pour sommet D, dans le même rapport que 
le solide correspondant de n, est au cône correspondant Dj. Or, comme 
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nous avons choisi l'ellipse k arbitrairement sur la surface II, nous en 
concluons ce théorème : 

Tout segment d'un paraboloïde est dans un rapport constant avec 
le cône qui a même base que ce segment et dont le sommet est le pôle 
de cette base. 

On voit aisément par le calcul, dans le cas d'un paraboloïde de 

révolution, que ce rapport est ^1 à-r- 

Pour allier deux ellipsoïdes, nous n'avons qu'à allier entre elles deux 
courbes k et fe, du second ordre suivant lesquelles ils sont coupés cha- 
cun par un plan diamétral et à faire correspondre l'un à l'autre deux 
points D et D, des surfaces dont les plans tangents sont respectivement 
parallèles aux ]»lans diamétraux de section. 

En effet, les deux systèmes de l'espace, dont font partie les ellip- 
soïdes, peuvent être alliés l'un à l'autre de telle sorte que les ellipses k 
et kj se correspondent de la manière qu'on vient d'indiqner et que D 
et D^ se correspondent aussi entre eux. Les centres M et M, des ellipses, 
qui sont aussi les centres des ellipsoïdes, sont également des points 
correspondants. Toute ellipse de l'un des ellipsoïdes qui a deux points 
communs K etL avec fc et dont leplanienferinelediamètre MD a pour 
correspondante dans le second système de l'espace une ellipse qui a en 
commun avec k^ les points homologues K, et L, et dont le plan passe 
par M,D^. Cette seconde ellipse est située sur le second ellipsoïde, 
parce qu'elle a en commun avec l'une de ses sections les points D,, 
Kj,L, et les deux tangentes en K, et L, qui sont parallèles à M,D,. 

Nous pou\ons allier les ellipses k et k, en rapportant les unes aux 
autres les extrémités de deux couples de diamètres conjugués. Les 
demi-diamètres MD et M,Dj sont conjugués aux plans de k et k^ par 
rapport à chacun des ellipsoïdes. Donc : 

Pour allier entre eux deux ellipsoïdes, nous n'avons qu'à faire cor- 
respondre les unes aux autres les'extrémitês de deux ternes de demi' 
diamètres conjugués. 

On déduit facilement de là ce théorème : 

Tous les paratlélipipèdes dont les faces sont tangentes à un ellip- 
soïde aux extrémités de trois diamètres conjugués quelconques ont le 
même volume. 

Ils sont avec le volume de l'ellipsoïde dans le même rapport que le 
volume d'un cube avec la sphère qui liii est inscrite^ c'est-à-dire 
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comme 8 : —• Pour le démontrer, allions l'ellipsoïde à la sphère. Soit .1 

le volume de l'ellipsoïde et 2(/, %, '■2c les segments interceptés par la 
surface sur ses trois axes; le volume du parallélipipède circonscrit, 
dont les faces sont parallèles aux trois plans de symétrie de l'ellipsoïde 
est &aOc ; on a par conséquent : 

La sphère étant partagée, en huit parties équivalentes par trois plans 
diamétraux conjugués, il en est de même de l'ellipsoïde (II, page 63). 

Pour allier l'un à l'autre deux hyperboloîdes à une ou deux nappes, 
nous n'avons qu'à allier les courbes k et k^ du second ordre suivant 
lesquelles leure cônes asymptotiques sont coupés par deux plans tan- 
gents quelconques et de plus à faire correspondre l'un à l'autre les 
centres des deux surfaces. Nous ne donnons pas la démonstration de 
cette proposition qui est entièrement analogue à la précédente; nous 
ferons seulement remarquer que les points de contact des deux plans 
avec les hyperboloîdes r^pectifs sont en même temps les centres des 
courbes k et ^, (1, page H4) et conséquemment doivent se corres- 
pondre. Deux plans tangents d'un hyperboloïde à deux nappes déter- 
minent dans le c6ne asymptotique deux solides de même volume. 

Deux systèmes collinéaires de l'espace ^S et 2^ sont dits semblables 
quand lem's angles homologues sont égaux deux à deux. Par conséquent 
{II, page 61) deux systèmes plans correspondants de 2 et S[ sont aussi 
semblables et comme, d'après cela, toute droite à l'infini dans S a pour 
correspondante une droite à l'infini dans 2j, les systèmes sont en affi- 
nité. Les segments homologues de systèmes semblables sont deux à 
deux dans un rapport constant l'un avec l'autre ; ceci i^ésulte du reste 
du théorème déjà démontré pour les systèmes plans semblables. Si 
deux systèmes semblables de l'espace sont placés de telle manière que 
trois droites quelconques de l'un, qui ne sont ni pai-allèles à un même 
plan, ni perpendiculaires entre elles, soient pai'allèles aux trois di-oites 
homologues de l'autre système, les deux systèmes ont leur système 
plan à l'infini commun et sont pei'spectifs (II, page 51). Les points homo- 
logues sont par conséquent deux à deux sur une même droite avec un 
entre fixe de collinéation, qui est le centre de similitude. 



y Google 



SURFACES ALLIEES DU SECOND ( 



Si deux systèmes de l'espace semblables ont leurs segments homo- 
logues égaux, nous dirons qu'ils sont congruents ou symétriques. En 
effet, si nous amenons les deux systèmes dans une position telle qu'ils 
aient une gerbe cotTespondante commune, deux points homologues 
coïncident, ou bien le segment qu'ils limitent est bissecté par le centre 
de la gerbe. Dans le premier cas les systèmes sont congruents, dans 
le second ils sont symétriques. Par exemple, la courbe d'intersection 
lie deux surfaces du second ordre concentriques est symétrique par 
rapport au centre des surfaces et peut se composer de deux lignes 
symétriques qui ne se réunissent pas. 
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Systèmes réciproques situés l'un dans l'autre. — Systèmes 
polaires dans le plan et dans l'espace. 



Lorsque deux systèmes plans réciproques 2 et S, sont placés l'un 
sur Tautre, un point quelconque de leur plan peut être considéré comme 
appartenant aussi bien à S qu'à 2,. De même, à toute droite du plan 
correspondent deux points, puisque nous pouvons attribuer la droite à 
chacun des deux systèmes réciproques. Il sera convenable, pour cette 
raison, de désigner chacun des éléments du plan par deux lettres, par 
exemple, un seul et même point quelconque par AB,. Au point A de S 
correspond un rayon «j dans le système S, ; et si nous regardons le 
même point comme faisant partie de 2^ el si nous le désignons par B^, 
il aura pour correspondant dans 2 un rayon b. Étant données deux ponc- 
tuelles projectives situées Tune sur l'autre, nous avons cherché précé- 
demment s'il existe des points de l'une qui coïncident avec leurs cor- 
respondants dans l'autre, quel en est le nombre et dans quelles 
circonstances les ponctuelles sont en involution. Nous allons résoudi'e 
ici les questions analogues. Combien y a-t-il de points situés sur les 
droites qui leur correspondent ? Quand les detix droites qui correspon- 
dent à chaque point du plan coïncident-elles? 

Lorsqu'un point AB, est situé sur Vun des deux rayons a^ qui lui 
correspondent, il se trouve aussi sur l'autre b. En effet, au point Bj 
de la ponctuelle a, correspond dans 2 un rayon du faisceau A, d'après 
la définition de la réciprocité. De même, une droite pq^ ne passe par 
aucun des points P^ et Q qui lui correspondent, ou bien elle passepar 
ces deux points. 
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Projetons les systèmes réciproques 2 et 2, par des gerbes issues de 
deux points quelconques S et S^, ces gerbes sont aussi réciproques et 
engendrent une surface du second ordre. Tout point du plan qui est 
situé sur la droite qui lui correspond appartient à cette surface du 
second ordre, pEirce qu'il est le point de rencontre d'un rayon de la 
gerbe S avec le plan correspondant de la gerbe S,. Réciproquement, 
tout point commun à la surface du second ordre et au plan est situé 
sur les deux droites qui lui correspondent dans les systèmes récipro- 
ques 2, et 2. Suivant que la surface du second ordre aura en commun 
avec le plan une courbe du second ordre, ou deux droites, ou une seule 
droite, ou un seul point, ou enfin qu'elle n'aura aucun point réel com- 
mun avec lui, on se trouvera en présence de l'un des cas suivants : 

Quand deux systèmes réciproques sont situés dans le même plan, 
tous les points (réels) du plan situés sur les droites qui leur correspon- 
dent forment une courbe du second ordre, ou un système de deux 
droites, ou une seule droite, ou un seul point, ou bien enfin il n'y a 
pas de point satisfaisant à cette condition. En même temps, les rayons 
(réels) du plan, qui passent par les points qui leur correspondent, 
forment un faisceau de rayons du secoTtd ordre, ou un système de 
deux faisceaux de rayons du premier ordre, ou un seul faisceau de 
rayons du premier ordre, ou bien il n'existe qu'un seul rayon qui 
satisfasse à cette condition, ou enfin il n'y en a aucun. 

Les formes de rayons, dont il est question dans la seconde partie du 
théorème, correspondent aux formes de points de la première partie et 
leur sont doublement perspectives. 

En général, la surface du second ordre n'a pas de point commun 
avec le plan, ou elle le coupe suivant une courbe du second ordre; en 
effet, quand le plan contient deux droites, une droite ou un point de 
la surface, il lui est tangent et se trouve par suite dans une situation 
tout à fait particulière par rapport à eile. De tous les cas énonces dans 
le théorème, il ne se produit en général que le premier ou le dernier et 
l'on ne rencontre qu'exceptionnellement l'un des autres. Par exemple, 
nous verrons que pour les systèmes réciproques en involution, ces cas 
particuliers ne peuvent jamais se présenter. 

Les systèmes plans réciproques sont en situation involutive, quand à 
tout point du plan correspondent deux droites qui coïncident, quand 
par suite à tout point correspond doublement une droite. Le théorème 
suivant montre que cette situation involutive est possible. 
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Deux sj/f /(mes pions rùipi cqvts 5 el , sont en involuHon, quand 
les sommets A,B,C d'un triangle de 2 ont pour correspondants les 
côtés opposés a,,bj,c^ de ce même triangle dans s, (fig. 15). 

Il est d'abord facile de voir que les sommets du triangle correspon- 
dent doublement aux côtés qui leur sont opposés. Par exemple, dési- 
gnons par A, le point de 2, qui est l'intersection de b^ et Cj et qui 
coïncide avec le point A ; il a pour correspondant dans s le côté a, qui 
joint les sommets B et G et qui coïncide avec la droite «, de S 

Au faisceau AA^ correspond donc aussi doublement la ponctuelle 
flfl, ; et comme le point BB, correspond doublement au rayon bb^ de ce 
ftuseeau de même que le point CG, au rayon cc^, le faisceau AA, est en 
involution avec la ponctuelle aa^ (I, page 152). A tout rayon du fais- 
ceau AA, doit donc correspondre doublement un point de la ponc- 
tuelle a«, et l'on voit de même qu'à tout rayon des faisceaux BB, 




et CG, coupspond doublement un point de AA, et cc^ Soit donné 
maintenant un lajon quelconque /v, ou p du plan, il coupe les côtés 
du triangle en tiois points auxquels conespondent doublement trois 
rayons de*- faisceaux AA, BB, el tC, Vu lajon pp^ doit donc corres- 
pondre doublement le point PPj suivant lequel ces trois rayons 
se coupent ; autrement dit, les systèmes réciproques sont en invo- 
lution. 

Nous pouvons aussi regarder les deux systèmes en involution 
comme un système unique dans lequel tout point a pour élément 
conjugué une droite et toute ponctuelle un faisceau de rayons en 
involution avec elle; nous donnerons à ce système le nom de système 
polaire plan. Tout point situé sur la droite qui lui est conjuguée sera 
appelé un point double du système et la droite reçoit le nom de 
rayon double. On peut alors démontrer que : 

Un système polaire plan n'a aucun point double ou rayon double, 
ou bien il en a une infinité. Dans ce dernier cas, les points doubles 
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constituent une courbe du seconil ordre qui est tangente aux rayon 
doubles et qu'on appelle la courbe double ou la directrice du système 
polaire. 

Soit A (fig. 14) un point du système poliùre, qui est situé sur la 
droite a qui lui est conjuguée ; tout point B de la droite a différent 
de A doit être situé en dehors de sa droite conjuguée b, parce que h 
passe par A et ne peut pas coïncider avec a. De plus, comme la ponc- 
tuelle b est en involution avec le faisceau de rayons B et par suite avec 
une section de ce faisceau, elle contient, en outre de A, un second point 
double G (I, page 149}. Le système polaire renferme donc une infinité 




de points doubles du momeiU qu'il en existe un. Si tous ces poiiils 
doubles étaient situés sur une droite, un rayon quelconque passant 
par A ne pourrait plus contenir de second élément double, et si ils 
étaient placés sur deux droites, un point quelconque A de l'une des 
droites aurait pour conjugué un rayon a qui couperait encore la 
seconde droite en un point double, ce qui est impossible puisque tout 
rayon double a ne doit contenir qu'un seul point double A. 

Les points doubles du système constituent donc (II, page 71) une 
courbe du second ordre et cette dernière sera tangente aux rayons dou- 
bles, parce que chacun d'eux n'a qu'un seu! point double commun avec 
la courbe. 

Nous retrouvons ainsi à nouveau toutes les propriétés de Sa polarité 
dans les courbes du second ordre ; en même temps, nous voyons qu'il 
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peut exister des systèmes polaires qui n'aient p^ de courbe double 
réelle. Nous appliquerons encore à ces systèmes polaires les dénomina- 
tions que nous avons introduites précédemment dans nos recherches 
relatives à la polarité des courbes du second ordre. 

Nous dirons ainsi que, dans le système polaire, tout point est le 
pôle de la droite qui lui est conjuguée et réciproquement que toute 
droite est !a polaire du point qui lui est conjugué. Nous dirons de plus 
que deux points sont conjugués, quand chacun d'eux est situé sur la 
polaire de l'autre et que deux rayons sont conjugués quand chacun 
d'eux passe par le pôle de l'autre. Enfin tout triangle du système 
polaire dont les sommets sont les pôles des côtés opposés et dans 
lequel par conséquent les sommets et les côtés sont conjugués deux à 
deux sera appelé un triangle polaire du système. 

Un système polaire plan renferme une infinité de triangles polaires. 

On construit un triangle polaire en prenant sur une droite» (fig, 13), 
qui ne passe pas par son pôle A, un point B qui ne soit pas situé sur 
sa polaire b, et en déterminant le point G oti se coupent les droites 
a et b. C étant le pôle de AB, le triangle ABC est un triangle polaire. 

Deux triangles polaires quelconques ABC et DEF d'un même système 
polaire plan sont inscrits à une même courbe du second ordre et cir- 
conscrits à une autre courbe du même ordre. 

La démonstration donnée antérieurement (I, pf^ 151) s'applique 
également au cas où le système polaire n'a pas de courbe double. 

Sî, dans un plan, on prend un triangle quelconque ABC comme 
triangle polaire, et si de plus on assigne une droite quelconque p qui 
ne passe par aucun des sommets du triangle (iig. 15) comme corres- 
pondante à un point arbitraire P qui n'est situé sur aucun des côtés 
de ce même triangle, ces éléments déterminent un système polaire 
flan. 

En effet, nous pouvons et devons rapporter réciproquement l'un à 
l'autre les deux systèmes qui composeront le système polaire, de telle 
sorte qu'aux quatre points A,B,G,P de l'un correspondent respective- 
ment les droites BC,CA,AB, p de l'autre. Ces deux systèmes sont alors 
en position involutive (11, page 72) comme on le demandait. 

Quand le système polaire a une courbe double, tout triangle polaire 
ABC a l'un de ses sommets à l'intérieur et les deux autres à l'extérieur 
de celte courbe. 

En effet, si le sommet A est intérieur à la courbe double, tous les 
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points lie sa polaire BC sont extérieurs à cette com'be ; si A est exté- 
rieur, sa polaire BG coupera la courbe et les points de cette polîùre qui 
sont conjugués deux à deux, comme B et C par exemple, seront harmo- 
niquement séparés par la courbe, en sorte que l'un est intérieur et 
l'autre extérieur à la courbe. 

Pour décider si un système polaire donné a ou n'a pas de courbe 
double, il nous suffit de rechercher si deux des cotés d'un triangle 
poliùre quelconque contiennent ou ne contiennent pas de points dou- 
bles, ou, ce qui revient au même, si les ponctuelles situées sur ces 
côtés sont involutives opposées ou concordantes avec les faisceaux de 
rayons qui leur sont conjugués (I, pages 148-149). Le problème est 
donc du second degi-é et se résout aisément au moyen de la construc- 
tion qui nous a permis de trouver les points doubles d'une ponclueile 
involutive. 

Un pentagone plan simple ABCDE détermine un système polaire 
dans lequel chaque côté du pentagone est la polaire du sommet qui lui 
est opposé. 

En effet, soit F le point d'intersection de AB et CD ; nous pouvons 
regarder ADF comme un triangle polaire d'un système polaire dans 
lequel E est le pôle de BG ; dans ce système polaire qui est complète- 
ment déterminé, A,B,C et D sont les pôles des côtés CD,DË,EA et AB 
du pentagone qui leur sont opposés. 

Si nous projetons un système polaire pian s d'un point quelconque S 
non situé sur s, nous obtenons une gerbe polaire. Tout rayon de la 
gerbe S a pour conjugué un plan de la gerbe et réciproquement. Si le 
système polaire plan a une courbe double, elle sera projetée suivant 
une surface conique du second ordre qu'on appellera la surface double 
ou la directrice de la gerbe polaire. Deux rayons ou deux pians de la 
gerbe sont conjugués, quand ils sont conjugués par rapport à la surface 
double et réciproquement. 

Parmi les gerbes polaires, nous signalerons la gerbe rectangulaire; 
dans cette espèce de gerbe, tout rayon est normal à son plan conjugué 
et les rayons et plans conjugués sont perpendiculaires entre eux. 
Gomme deu\ tiûai'êtes poljùres d'une gerbe polaire sont inscrits à un 
cône du second ordre et circonscrits à «n autre cône du même ordre, 
on a le théorème suivant pour les gerbes rectangulaires : 

Deux trièdres trirectangles concentriques sont inscrits à une sur- 
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face conique du second ordre et circonacrils à une surface île mOme. 
espèce. 

On peut déduire de là ce théorème qu'étant donnée une surface 
conique, on peut lui inscrire et lui circonscrire une infinité' de trîèdres 
trirectangles, ou bien l'on ne peul lui en inscine ou cnconscrire aucun 

Nous allons maintenant pioceder poui ks systèmes réciproques de 
l'espace à des recherches inilognes a telles auxquelles nous \enons de 
nous livrer pour les systèmes iPi.ipioquPs phns. les lésultats a<qins 
jusqu'ici vont nous être de h plus i^ande utilité Nous excluions 
quant à présent, de notre étude le cas particuliei ou chique plan de 
l'un des systèmes passe pa? le point qui lui couespond dans! autie re 
cas intéressant fera l'objet de la piochiine le<on 

Soit a un plan quelconque de lun des systèmes de lespi i pu 
ne passe pas par le point coi respondant Ai de 1 autie système S Au 
système plan a. de S conespond une geibe réciproque K dans i, 
Nous pouvons couper cette gerbe pai le phn a suivant un second sjs 
tème a, qui est réciproque au piemiei système contenu dins a. Tout 
point de a, qui est situé sur la dioite de a, qui lui conespond esi 
aussi contenu dans le plan coi respondant de la geibe \, et de plus 
nous savons déjà que tous ces points quind tl en existe dans a foi- 
raent une courbe du second ordie qui peut lussi se décoraposeï en 
deux droites, se réduire à une seule droite ou bien à un seul point. 

Soit, de plus, fl un plan de S passant par le point B^ qui lui corres- 
pond dans S, ; considérons-le comme appaitenant à 2[ et désignons-le 
en conséquent par Yj, il aura pour correspondant dans s un point G 
qui doit se trouver sur 0, puisque vi passe par Bi. Au fiùsceau G de S 
qui est situé dans le plan P correspond dans S, un faisceau de rayons 
qui lui est projectif, qui se trouve dans le plan y, identique avec g et 
dont le centre est Bj. Ces faisceaux engendrent une courbe du second 
ordre qui peut se décomposeï' en deux droites et dont chacun des 
points est situé sur le plan qui lui correspond dans le système réci- 
proque de l'espace. En effet, soit P le point o(i im rayon quelconque p 
du faisceau G est coupé par le rayon correspondant p^ du plan y, ; à 
ce point P du rayon p correspond dans le système s, un plan t^ qui 
passe par le rayon ■p^ et par suite aussi par le point P lui-même. De 
là résulte que : 

Le lieu de tous les points de l'espace, qui sont situés dans les plans 
coi~respondan(s du système réciproque, est une surface du second 
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ordre; el tous les plans, qui passent par les points qui leur corres- 
pondent, forment une gerbe de plans du second ordre. 

En effet, nous avons démontré que le lieu de ces points a en commun 
a\ec un plan quelconque a ou g (supposé contenir de ces points) une 
courbe du second ordre, deux droites, une droite ou bien enfin un seul 
point ; oi-, cette propriété ne convient qu'à la surface du second ordre. 
C'est à cette sui-face que correspond, dans chacun des systèmes réci- 
proques, la gerbe de plans du second ordre dont il a été question dans 
la deuxième partie du théorème. Notre théorème n'exclut paa la possi- 
bilité du cas où aucun point réel de l'espace ne senùt situé sur le plan 
qui lui correspond. Pour une position particulière des systèmes réci- 
proques, la surface du second ordre peut aussi se décomposer en deux 
plans. 

Deux systèmes réciproques de l'espace S et S, sont en involution, 
quand les sommets A,B,C,D d'un tétraèdre de S ont pour correspon- 
dants dans Si tes faces opposées ai-PnViîS, de ce même tétraèdre. 

\u point d'intersection des plans 3,,YiiSi, c'est-à-dire au point A 
de S^ correspond aussi dans S le plan BOl) ou a, et de même à chaque 
. autre sommet du tétraèdre correspond doublement la face opposée. Il 
eu résulte que le système plan a^ est en situation involutive par rapport 
à la gerbe A qui lui est réciproque, car il est en involution (II, page 72) 
avec une section de. cette gerbe. A tout point ou tout rayon de a^ 
(comme de ^^,•;^ ou 3^) correspond ainsi doublement un plan ou un 
rayon de A (ou de B,G ou D)..Par conséquent, tout plan qui coupera 
"■i-^v'ttfii suivant quatre droites quelconques aura pour élément lui 
correspondant doublement le point qui sera projeté de A,IÎ,(;,D suivant 
les quatre rayons coiTespondaiits. 

Nous pouvons regarder deux systèmes involulifs de l'espace s et s, 
comme un seul système dans lequel à tout point correspond un plan et 
à toute droite une droite. Ce système a re(,-.u le nom de système polaire 
de l'espace; tout point est dit te pôle du plan qui lui est conjugué, 
toute droite ou tout plan est dit la polaire du rayon ou du point qui lui 
est conjugué. Si le système polaii'e contient des points situés dans leurs 
plans poiau'es, ils se trouvent sur une surface du second ordre appelée 
la surface double ou la directrice du systèuie (II, pa^e 76). Récipro- 
([uemenl, les développements donnés dans la sixième leçon montrent 
qu'une surface du second ordre, qui n'est pas un cône, détermine un 
système polaire de l'espace dont cette, surface est la directrice. Les 



y Google 



78 GEOMETRIE DE POSITION. 

déibitioiis données à cet endroit (II, pages 45-46) pour les points, les 
rayons et les plans conjugués sont applicables à tout système polaire, 
même quand ce système n'a pas de surface double- 
On dira de plus que tout tétraèdre d'un système polaire de l'espace 
dont les sommets sont les pôles des faces opposées est un tétraèdre 
polaire. 

Dans un pareil tétraèdre, les sommets, les faces et les arêtes sont 
conjugués deux à deux. Le système polaire de l'espace renferme un 
nombre infini de systèmes polaires plans, de gerbes polaires el de 
tétraèdres polaires. En effet, comme toute gerbe A, dont le centre est 
extérieur au système plan a qui lui correspond, est réciproque à ce der- 
nier et eu involution avec lui, on voit que le plan a. est le lieu d'un 
système polaire dans lequel tout point a pour élément correspondant 
la droite qui lui est conjuguée; le point A se pi"ésente aussi à nous 
couime le centre d'une gerbe polaire. Tout triangle polaire du système 
polaire plan est projeté du point A suivant un trièdre polaire de la 
gerbe polaire et il forme avec ce point un tétraèdre polaire du système 
polaire de l'espace. Tout système polaire plan a, appartenant au système 
polaire de l'espace, a aussi un centre et des diamètres, même quand il 
n'a pas de courbe double. Le centre est le point conjugué à la di'oite 
de l'infini du système polaire a et tout diamètre est conjugué à un point 
à l'infini de a. Les diamètres sont conjugués entre eux deux à deux ; 
deux d'entre eux sont perpendiculaires l'un sur l'autre et s'appellent 
les<(a;es du système polaire a. De même, les trois rayons conjugués de 
la gerbe polaire A, qui sont deux à deux perpendiculaires entre eux, 
sont appelés les axes principaux de cette gerbe, même quand elle n'a 
pas de cône double. 

Si Von prend pour tétraèdre polaire un tétraèdre ABGD et si à un 
point quelconque E, qui n'est situé sur aucune des faces du tétraèdre, 
l'on assigne pour cot^espondant un plan s, qui ne passe par aucun 
des sommets de ce tétraèdre, ces éléments déterminent un système po- 
laire de l'espace. 

En effet, nous pouvons rapporter réciproquement l'un à l'autre deux 
systèmes de l'espace de manière qu'aux cinq points A, B, G, D, E cor- 
respondent respectivement les plans BCD, (IDA , DAB , ABC et s 
(II, page 25). Ces deux systèmes sont alors en involution (II, page 77) 
et, pris ensemble, ils constituent le système polaire. 

Le système polaire, situé dans le plan s qui appartient à ce système 
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polaire de l'espace, esl complètement déterminé par l'intersection du 
plan iavec le pentî^one complet ABGDE de l'espace. En effet, chacun 
de^ dix côlés AB AG DE de ce ppntagone est c njugué dans le 

b> htème pol-ure de 1 espue à K lice CDt BDE AB( et dpu\ elé 

nents opposes quelconques du pent^i^one passent d ipif's cela pai 
deux éléments conjugués 1 un à I lutie dans le «sîstème poUtie plan 
Donc 

Les dix coupips d éléments opposes (aiett'f it faces) d un pentagone 
de l espace sont toupet, pai vn plan quelconque ne passant par 
auiun de ses sommets, suivant dix coupl s d ek menti conjuguti {jpol a 
U polauei,) du système polaiie plan 

Li figme lésultant de 1 mterseeiion se cjuipose de dix pomts et dix 
Jioitps sur chicunp de ces dernières sont situés troit> des dix pomts 
et pai chaque point passent tiois des dix droites Si de deux des som- 
mets du pentagone on piojettc les trois autres sommets sui le pi in de 
section on obtient deux tiiangles en peispective et I on leconnaît 
ficilement que li fi^ib foimée pir les dix points el les dix droites est 
identique a>ec une autie figure dont i! a été question antérieurement 
(I pige ■)) Le tétiièdie foimé pi quitie des tjnq sommets est coupé 
[dr le plan suivmt un quadnUtèie polaire du système poKire plan 
(I page 227) Si projection sui le plan fute du cinquième sommet 
( st un quadiangle polaue du système poliiie plm et les ii\ cotes de ce 
quadi angle poinie passent par les six sommets du quadiilatère polaire 
Deux fusc^aux de plans dont les axes ne sont pas conjugués sont 
piojetlits quand à chique pi in de 1 un conespond le plan qui lui est 
conjugué dmslautie (II page 47) Soient ABfDetEFfiHdeux fétiaMiPs 
polaiies quelconques d un système polaire de 1 espace, on a en tonsé 
quence ÂB (GDGH) 7\ W (DGHG) ; en effet, les plans ABC et ABH, par 
exemple, ont respectivement pour conjugués les plans EFD et EFG, 
parce que D et H sont les pôles de ABC et EFG. Or comme W (DGHG) 
/\ËF (GDGH), (voirI,page 151), ils'ensuitque ÂB (CDGH)7\ËF(CDGH); 
ou bien : 

Les sommets de deux tétraèdres polaires d'un système polaire de 
l'espace peuvent être réunis avec deux arêtes non conjuguées des 
tétraèdres par le moyen d'une surface réglée du second ordre. 
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DIXIEME LEÇON. 

Le système focal et le complexe linéaire de rayons. 



Lofsque deux syHtéiiiea réciproques de l'espace soiit placés de lellc 
sorte que tout plan de l'un passe par le point qui lui correspond dans 
l'autre, ils sont en involutioii et leur ensemble constitue ce qu'on 
appelle un système focal. Tout d'abord, il est clair qu'aucune droite 3 
de l'un des systèmes n'est coupée par la droite correspondante 3, de 
l'autre système; car s'il en était autrement, tous les points de la ponc- 
tuelle g ne seraient pas situés sur les plans coiTespondants du fais- 
ceau g, ; il n'y en aurait que deux satisfaisant à cette condition : le 
point gtj^ et celui qui correspond au plan qg^. D'après cela, deux 
rayons homologues g, 3, des deux espaces réciproques ne se rencontrent 
pas, ou coïncident. 

Mais tous les rayons passant par un point P ont pour correspondants 
les rayons d'un plan s, passant par P ; les rayons passant par P et 
contenus dans ce plan coïncident donc avec leurs correspondants, puis- 
qu'ils sont situés avec eux dans le plan 7:^. Au point P d'intei'section 
de ces droites qui se correspondent à elles-mêmes doit donc coitos- 
pondre doublement le plan 7:, qui les joint, c'est-à-dire que ce plan 
correspond à P dans les deux espaces réciproques. 

Puisque, d'après cela, les systèmes réciproques de l'espace sont en 
involution, on peut les regarder comme un système unique dont les 
éléments sont deux à deux conjugués entre eux. A l'exemple de Môbius 
et Von Staudt, nous donnerons à ce système le nom de système focal 
(Nullsysteme) ; à chacun de ses poinls correspond un plan comme 
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polaire ou plan focal, à chaque plan un pôle ou foyer et à chaque 
droite une droite. D'après cela, le système focal a entre autres pro- 
priélés les suivantes : 

Dans le système focal, chaque plan passe par son pôle et chaque 
point est situé dans son plan polaire; toute droite, qui est dans un 
même plan avec sa polaire, coïncide avec elle; toute ponctuelle est 
perspective au faisceau de plans qui lui est conjugué; tout système 
plan a un faisceau de rayons correspondant commun avec la gerbe 
qui lui est conjuguée et il est réciproque à cette gerbe. 

Toute droite qui se correspond à elle-même s'appellera une directrice 
ou un rayon directeur du système focal. Ces directrices donnent lieu 
à ce théorème : 

Toutes les directrices du système focal, qui passent par un point P 
ou sont situées dans unplan s, forment un faisceau de rayons du pre- 
mier ordre. 

En effet, elles sont situées dans le plan focal de P ou passent par le 
foyer de s. L'ensemble des directrices d'uu système focal a reçu le nom 
de complexe linéaire de rayons en rmson de cette propriété. Deux 
rayons de ce complexe, qui se rencontrent, appartiennent toujours à 
un ffùsceau du premier ordre dont tous les rayons font partie du 
complexe. 

Soient a et a^ deux droites conjuguées qui ne se reiiconti'ent pas, 
chaque point de l'une est situé dans le plan conjugué qui passe par 
l'autre ; il en résulte que : 

Tout rayon qui coupe deux droites conjuguées a,ai ne se rencon- 
trant pas est une directrice du système focal; et toute directrice, qui 
coupe une droite a, doit être dans un même plan avec la polaire a, de 
cette droite. Deux couples de droites conjuguées du système focal, qui 
ne se coupent pas mutuellemeni, sont donc situées sur un système 
réglé, dont le système directeur se compose de directrices du système 
focal et appartient au complexe linéaire de rayons. Trois rayons du 
complexe linéaire, qui ne se rencontrent pas, déterminent un système 
réglé qui fait partie du complexe. 

Car les droites qui les rencontrent sont conjuguées deux à deux dans 
le système focal. 

Deux couples de droites conjuguées cf,rt, et h,b^ du système focal 
coupent un plan quelconque en deux couples de points situés sur deux 
directrices qui passent par le foyer du plan ;' a,a^ et b,b^ déterminent 
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donc le foyer d'un plan quelconque ei le plan focal d'un point quel- 
conque. 

Un pentagone gauche simple ABCDE détermine un système focal 
dans lequel chacun des cinq côtés du pentagone est conjugué à lui- 
même et dans lequel par conséquent chaque sommet est conjugué au 
plan qui passe par les deux côtés adjacents. 

En effet, rapportons réàproquement l'un à l'autre deux systèmea de 
l'espace de manière qu'aux points A,B,C,D,E de l'un correspondent 
respectivement les plans EAB, ABC, BCD, CDE, DEA de l'autre; le côté 
AB se correspond à lui-mèine et il en est de même de tout autre côté. 
Car ce côté AB est d'une part la droite qui joint les points A et B et 
d'autre part la droite d'intersection des plans EAB et ABC qui correspon- 
dent à ces points. Si les deux systèmes considérés ensemble ne consti- 
tuaient pas un système focal, le lieu de tous les points situés sur les plans 
. qui leur correspondent serait une surface du second ordre passant pai' 
les cinq côtés du pentagone (II, page 76) ; cette surface aurait en commun 
avec un plan quelconque du pentagone, par exemple avec ABC, deux 
droites AB et BO et en outre elle aurait encore un point autre commun 
situé sur DE, ce qui est impossible. Les systèmes réciproques consti- 
tuent donc réellement un système focal. 

Trois droites g,g„l qui ne se rencontrent pas déterminent un système 
focal dans lequel g et g, sont conjuguées l'une à l'autre et dont 1 est 
une directrice. 

Menons par g^ deux plans quelconques j/j AE et 3, CD qui coupent g 
aux points A et C, / aux points E et D et désignons par B un point 
quelconque de 9, ; les côtés du pentagone gauche simple ABCDE sont 
alors cinq directrices du système focal. Dans ce système, le côté DE 
ou l est une directrice et la droite AC ou g est conjuguée à !a droite 
d'intersection 3, des plans EAB et BCD du pentagone. 

Pour construire directement le plan focal d'un point quelconque P 
au moyen des trois 6ioitesg,g^,l, nous déterminons d'abord le foyer du 
plan PI ; ce point se trouve sur / et U est situé sur la droite qui joint 
les points où les deux droites g et g^ rencontrent le plan. La directrice 
qui joint ce foyer à P et celle suivant laquelle se coupent les plans Pg 
et Pg, déterminent le plan focal cherché du point P, 

Cinq droites quelconques a,b,c,d,e déterminent en général un 
système focal, dont elles sont les directrices; elles déterminent aussi 
le complexe de rayons dont elles font partie. 
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En effet, il existe en général deux droites g et g', qui coupent les quatre 
droites a,b,c,d et il n'en existe que deux. Ces droites sont conjuguées 
l'une à l'autre dans le système focal et, jointes à e, elles déterminent 
ce système poun'u qu'elles ne se coupent pas et qu'elles ne rencontrent 
pas e. Quand ces deux droites ne sont pas réelles et quand par consé- 
quent a,b,c,d (et e) ne se rencontrent pas, a,fc,« et c,d,e déterminent 
deux surfaces réglées qui se composent de directrices du système focal 
cherché. 

Sur ces deux surfaces prenons deux couples de layons a',b' et i',i!' 
qui soient rencontrés par une dioite g et pii conséquent aussi par une 
autre droite g^, a',b\c',d' et e ou encore g g^ ei e déterminent le 'ijs- 
tème focal de ia manière indiquée piécédemment Ce théoieme ne 
souffre d'exception que si trois des cmq dioites a,b,c,d,e tiont situées 
dans un même plan ou font paitie de la même geibe, ou bien si quatre 
d'entre elles font partie d'un même sjsteme léglé, par conséquent, si 
elles sont toutes coupées par une même dioite <j 

Deux couples de droites conjuguées p,p, el q,q, qui apparliennent à 
un même système réglé déterminent aussi un systi me focal 

Soient a,b,c trois directrices de ce système réglé et d,e deux droites 
dont l'une coupe p etp^ et l'autre q et q^•, le système focal a les di-oîtes 
a,b,c,d,e pour directrices et est déterminé par elles. Si une droite 
décrit le système réglé pp^q, la droite conjuguée, qui coupe constam- 
ment aussi les trois directrices a,b,c, décrit le système régîé p^pg^; 
mais ces deux systèmes sont projectifs et en involutîon. 

Au lieu du dernier théorème, nous pouvons donc dire aussi que : 

Un système réglé en involution ppi,qqi détermine un système focal 
dont il fait lui-même partie. 

Le centre d'involution de la courbe involutive du second ordre sui- 
vant laquelle le système réglé est coupé par un plan quelconque est le 
foyer de ce plan ; et le pian d'involution du faisceau involutif du second 
ordre qui projette le système réglé d'un point quelconque est le plan 
focal de ce point. Le système focal renferme une infinité de systèmes 
réglés involutifs. 

Le complexe linéfùre de rayons qui passe par cinq droites a,b,c,d,c 
qui ne se rencontrent pas renferme les dix systèmes réglés abc, 

abd, cde, et tous les systèmes réglés qui passent par trois rayons 

quelconques de ces dix systèmes réglés. En continuant à construire 
successivement des systèmes réglés de ce genre, on peut arriver à 
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déterminer tous les njons du complexe Loi^sque ks inq ia\oiT) qui 
ne se rencontrent pis coupent une dioite g mais sont d aiileuis màé- 
pendants les uns des auties on obtient de cette manière un complexe 
linéaire singuhei qui se compose de tous les layons qui coupent la 
droite g; mus dans ce cas les iiyons du complexe ne sont pas des 
directrices d un système focal 

Toutes les droites el les plans dont les polaiies et les pôles sont i 
l'infini sont appelés les dtamètres et les plans diaméUaux du sjsteme 
focal. Tou& passent pai le polt, ju fovet du phii i 1 infni! d lu lesulte 
que : 

les diamètres du système focal sont parallèles entre eux et aux 
plans diamétraux. 

Toutes les direcU'ices du système focal, situées dans un môme plan 
diamétral, sont parallèles parce qu'elles passent pai' le foyer du plan, 
lequel est à l'infini. Le faisceau de rayons parallèles qu'elles constituent 
ne change pas, quand on le déplace dans la direction du diamètre. 
Nous en concluons que : 

La complexe linéaire et le système focal qui s'y rapporte ne chan- 
gent pas quand on les déplace suivant la direction des diamètres 
parallèles. 

Tout plan parallèle à deux droites conjuguées est un plan diamétral 
du système focal. 

Les foyers de plans parallèles sont situés sur un diamèlre dont la 
polaire est contenue dans le plan parallèle situé à l'infini. 

Le diamètre n, qui renferme les foyers de tous les plans perpendicu- 
laires aux diamètres, peut s'appeler Vaxe principal du système focal et 
du complexe linéiùre corr^pondant. Cet axe n es! normal à toutes les 
directrices qui le rencontrent ; il se trouve sur un même paraboloïde 
équilatère avec deux droites conjuguées quelconques (J,g^ qui ne le ren- 
contrent pas et coupe normalement la droite qui mesure la plus courte 
distance de g et 3,. En effet, d'après les théorèmes précédents, toutes 
les dii'ectrices normales à n qui rencontrent g doi^'ent aussi cou- 
per 5f, et forment par conséquent un système réglé parabolique (I, 
page 126). 

Quand on donne l'axe principal n, on .donne en même temps sa 
polaire n, située à l'infini ; il résulte aloi-s immédiatement d'un théo- 
rème démontré précédemment que : 

Le système focal est délerminé par son axe principal n el une direc- 
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trice I prise arbitrairement, mais qui ne rencontre pas Vaxe principal 
et ne lui est pas perpendiculaire. 

Toutes les directrices qui passent par un point quelconque P de / 
sont dans un même plan i: avec l et la perpendiculaire abaissée de P 
sur n. Le foyer d'un plan quelconque e mené par P est le point d'in- 
tersection de la directrice tcs et de la perpendiculaire élevée à n dans le 
plan e. 

Une gerbe dont le centre G est situé sur l'axe principal n a pour con- 
jugué dans le système focal un système plan qui lui est réciproque et 
dont le plan •/ est normal à l'axe principal en G, Aux tangentes d'un 
cercle situé sur ■; et ayant son centre en G correspondent donc les 
rayons d'une surface conique du second ordre dont le centre est C. Or 
comme par rapport au cercle le point G est le pôle de la droite à l'in- 
fini n^ du plan y, le plan f est le plan polaire de l'axe principal n par 
rapport à la surface conique ; et comme deux directrices quelconques 
qui se coupent rectangulairement en C sont conjuguées par rapport au 
cercle, ces directrices, situées dans ■/ puisqu elles se correspondent à 
elles-mêmes dans le système focal, doivent aussi ftre conjuguées pai- 
rapport à la surface conique. Le plan f est donc un plan de symétrie 
et tout rayon issu de C etaituédans ^Pst un i\e pnncipal delà surface 
conique; donc (I, page i89) : 

A tout cercle, ayant son centre sur l'axe principal n et dont le plan 
est normal à n, correspond un cône de révolution, dont n est Vaxe de 
révolution. 

Si donc on fait tourner d'une seule pièce autour de l'axe principal 
un point quelconque et son plan focal, le point décrit un cercle et !e 
plan focal enveloppe le cône qui correspond au cercle, puisqu'il ne cesse 
pas d'être le plan focal du point. Donc : 

Une rotation autour de Vaxe principal ne change en rien le système 
focal et le complexe linéaire de rayons. 

Ils ne cliangent pas non plus, si on les fait tourner autour de l'axe 
principal en leur imprimant en même temps une translation suivant la 
direction de cet axe, en donnant en un mot au système un mouvement, 
hélicoïdal autour de l'axe principal. 

En désignant par r la distance d'un point quelconque P à Vaxe 
principal n et par p V angle que le plan focal de ce point fait avec Vaxe 
principal, le produit r. lang p a une valeur constante, indépendante de 
la position du point. 
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Pour démontrer cette propriété remarquable, sur l'axe principal n et 
sur une directrice u qui coupe rectangulairement cet axe en un point C, 
prenons deux ponctuelles projectives égales qui fdent le point G comnse 
point correspondant commun. Elles ont pour conjugués deux faisceaux 
projectifs de plans n, et u qui ont le plan focal y du point G comme 
élément correspondant commun, qui par conséquent sont perspectifs 
et engendrent un faisceau de rayons parallèles. Un rayon de ce faisceau 
est situé à l'infini dans !e plan nu ; c'est celui suivant lequel se coupent 
les plans focaux des points à l'iniini de u et n; le plan du faisceau de 
rayons parallèles est donc parallèle au plan nu et à une certaine dis- 
tance e de lui. 

Soient maintenant P et P' deux points homologues de u et n, ils sont 
à égale distance du point C et leurs plans focaux se coupent suivant une 
droite parallèle à m et située à la distance e du plan nu. Le plan focal 
de P passe par u et ftùt avec l'axe principal n un angle p ; le plan focal 
de P' au contraire coupe rectangulfùrement l'axe principal en P'. On a 
par conséquent CP'. tang p = e, ou bien r. tang p=e, quelle que soit la 
position du point P sur u. Or, une rotation de la directrice u autour 
de n et une translation suivant la direction de n permettent d'amener 
cette directrice à se superposer à une autre directrice quelconque qui 
coupe l'axe, et le système focal n'éprouve aucun changement par suite 
de ce double mouvement ; donc, la constante e a la même valeur pour 
toutes ces directrices, et d'une manière générale, le produit r. tang p est 
indépendant de la position du point P. Les foyers de tous les plans qui 
font un angle de 45" avec Taxe principal n sont à la distance e de m et 
sont par suite situés sur un cylindre de révolution de rayon e. 

Soit r la distance d'une génératrice quelconque 1 à Vaxe principal n 
et p Vangle que font entre elles les directions de n et 1, le produit 
V. tang p est égal à la constante e. 

En eifet, la plus courte distance de n et ? coupe normalement ces 
deux droites aux pointa G et P, dont la distance PG = r; mais p est 
l'angle que le plan focal du point G, qui passe par l et G, fait avec l'axe 
principal. Le théorème est donc ramené au précédent. La relation 
r. tang p=e, k laquelle satisfont tous les rayons du complexe linéaire, 
peut être considérée comme l'équation du complexe par rapport à son 
axe principal. 

Les tangentes d'une liélice, qui a l'axe principal pour axe et qui est 
tangente à une cUreclrice quelconque, sont toutes des directrices du 
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système focal. Chaque point de cette courbe a son pian osculateui' pour 
plan focal; par conséquent les plans osculateurs de tous les points 
communs à l'hélice et à un plan quelconque passent tous par un même 
point qui est le foyer de ce plan. L'hélice détermine le système focal 
et le complexe de rayons correspondant ; suivant qu'elle sera dextrogyre 
ou lévogyre, nous pouiTons diviser les complexes en complexes dextro- 
gyres ou lévogyres. L'axe principal et la constante e détennment le 
complexe, quand on indique de plus s'il doit être dextrogyre ou lévo- 
gyre. 

Soient g et g^ deux droites conjuguées, a et \ leurs distances à Vaxe 
principal du système focal, a et a, les angles qu'elles font avec cet 
axe, on a ta relation a. tang a, = &^ tang a. = e; par suite : 

^.:a,^= tang a : tang a.^ 

En effet, le plan focal du point de g qui est à la distance a de l'axe 
principal, passe par g^ et fait avec l'axe principal l'angle a^; d'où 
résulte que 

a. tang a^ = e. 

Le système focal et ses propriétés les plus importantes ont été décou- 
verts, dès 1835, par Môbius ' à propos de ce problème de mécanique : 
Construire les deux forces équivalentes à un système de forces données 
dans l'espace. Ce problème comporte une infinité de solutions. Si l'on 
choisitpourl'unedes forces, le point P par lequel elle doit passer, l'autre 
est située dans un plan tc, passant par P, qui est conjugué à ce point P 
dans un système focal déterminé par le système de forces. Les direc- 
trices de ce système focal se distinguent des autres droites de l'espace 
en ce que le moment statique du système de forces par rapport à char 
cune d'elles est nul. Quelques années après Mobius, M. Chasles a 
retrouvé le système focal''; entre autres théorèmes, il démontre le 
suivant : Si un corps solide éprouve un déplacement infiniment petit, 
les plans normaux aux trajectoires de ses différents points sont con- 
jugués à ces points dans un système focal déterminé par le déplace- 
ment ; il faut toutefois que le déplacement soit dû à un mouvement 
hélicoïdal et non pas à une translation ou à une rotation simple. 

1. Mobius. Journal de CreUe. Tome X, page 317. Voir aussi ea Statique. Leipzig, 
183". 

2. Chasles. Apefnw historique. Bruxelles, 1837. 3' édition, Paris, 1875, page 614. 
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ONZIÈME LEÇON. 

Le système de rayons de premier ordre et de première classe. 



Un HysLèmc de rayons est dit du n" ordre quand, par un point quel- 
conque, il passe en général n de ses rayons et pas plus de n ; on dit 
qu'il est de la k' classe, quand il y a en général k de ses rayons dans uji 
plan quelconque. Les centres des surfaces coniques et les plans des fais- 
ceaux de rayons qui peuvent faire partie du système sont appelés les 
points et les plans singuliers du système. 

Les directrices communes à deux systèmes focaux forment un sys- 
tème de rayons de premier ordre et de première classe; en effet, par un 
point quelconque il passe un rayon qui est l'intersection des plans focaux 
du point et de même un plan quelconque contient un rayon du système. 
Lorsque deux rayons de ce système se coupent, les deux plans focaux 
de leur point d'intersection coïncident avec le plan qui les réunit et 
tout rayon de ce plan, passant par le point d'intersection en question, 
est une directrice commune aux deux systèmes. Donc : 

Deux complexes linéaires ont un système de rayons de premier 
ordre et de première classe qui leur est commun. Ce système contient 
tous les faisceaux de rayons du premier ordre passant par deux 
rayons du système, qui se coupent, et tous les systèmes réglés pas- 
sant par trois rayons du système, qui ne se rencontrent pas 
(II, page 81). 

I-orsqu'une surface réglée du second ordre passera par un système 
réglé contenu dans le système, nous dirons, pour abréger, qu elle est 
contenue dans le système. 
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Tous les rayons du système de premier ordre et de premi(';re classe, 
qui coupent une droite quelconque g, forment en général un système 
réglé; ce dernier est déterminé par trois de ces rayons. Soit l un rayon 
quelconque du système, S un point situé sur l et c un plan passant 
par l; aux points suivant lesquels c est coupé par les autres rayons 
du système nous pouvons faire correspondre les plans suivant lesquels 
ces rayons sont projetés de S. Aux points d'une droite de s corres- 
pondent alors les plans d'un faisceau du premier ordre g^ passant par 
S ; en effet, les rayons du système qui passent par ces points forment un 
système réglé qui contient aussi le 'rayon l et dont par conséquent les 
autres rayons sont projetés de S suivant un faisceau ordinaire de plans ()^ . 

Le plan c, de même que tout autre plan mené par /, est donc d'après 
cela rapporté réciproquement à la gerbe S par le moyen du système de 
rayons, de telle manière qu'il a avec S un faisceau de rayons corres- 
pondant commun et l'on voit ainsi que : 

Le système de rayons de premier ordre et de première dusse est 
coupé par deux plans c,3| menés par le même rayon 1, suivant deux 
systèmes coUinéaircs et il est projeté de deux points quelconques S,Si 
pris sur 1 suivant deux gerbes collinéaires. Ces gerbes sont rapportées 
réciproquement à ces systèmes plans par le moyen du système de 
rayon et elles ont avec lui, et l'une avec l'autre^ le rayonl correspon- 
dant commun. 

Les systèmes plans collinéaires c et ir, ont en commun avec un sys- 
tème réglé quelconque abc du système de rayons qui ne passe pas 
par / deux coniques homologues, et comme la di'oite î se correspond à 
elle-même, ses pôles par rapport à ces deux coniques sont des points 
homologues de a et c, (11, page H) et sont situés sur un même rayon 
du système. La di'oite qui unit ces deux pôles est la polaire de / par 
rapport à la surface réglée abc contenue dans le système de rayons ; il 
en résulte que : 

Le système de rayons de premier ordre et de première clause est 
conjugué à lui-même par rapport à toute surface réglée qui passe par 
un de ses systèmes réylés, c'est-à-dire que ses rayons sont deux à 
deux polaires réciproques l'un de l'autre par rapport à la surface 
réylée. 

Dans le cas particulier (dont on ne tient pas compte dans la démons- 
tration) où les deux pôles se confondent et où par suite la droite / est 
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tangente à la suilace réglée abc, l'exactitude du théorème ressortira 
fauîement de considérations ultérieures. 

Nous supposerons à présent que les deux plans quelconques 5 et <î, 
menés par / sont conjugués par rapport à la surface réglée abc et que 
cette dernière n'est pas tangente à la droite /. Chacun des deux pians 
coupe donc la polaire de / au pôle de l'autre plan par rapport à la sur- 
face réglée. Une droite 3 de 5 qui passe par le pôle de o^ et coupe deux 
rayons quelconques (f et e de la surface abc a donc pour correspon- 
dante dans le plan œ, collinéaire à 0, une droite g^ qui passe par le pôle 
de (j et qui coupe les deux mêmes rayons d et e. Mais comme la polaire 
de g par rapport à la surface réglée abc passe par le pôle de a et coupe 
les deux droites d et e qui sont conjuguées à elles-mêmes,, elle se con- 
fond avec (/^ et les points homologues de g et jfj sont conjugués deux à 
deux par rapport à la surface réglée. Si l'on imagine que les systèmes 
collinéaires plans et a soient décrits par les droites g et </, qui se cor- 
pondent, on voit que : 

Deux plans passant par un rayon 1 du système de rayons et conju- 
gués par rapport à une surface réglée quelconque abc du système, 
laquelle ne contient pas ce rayon et ne lui est pas tangente, sont rap- 
portés collinéairement l'un à Vautre par le système de telle sorte que 
leurs points homologues {et en particulier aussi ceux qui sont situés 
sur 1) sont conjugués par rapport à la surface réglée. 

De même chacun des rayons du système sera projeté de deux quel- 
conques de ces points conjugués suivant deux plans conjugués par 
rapport à la surface réglée. 

Le système de rayons de premier ordre et de première classe est, 
en général, complètement déterminé par quatre rayons a,b,c,d pris 
arbitrairement. En effet, comme ces quatre rayons peuvent être joints 
à un cinquième rayon quelconque par un complexe linéaire de rayons, 
on peut alors faire passer par eux un système de rayons de premier 
ordre et de première classe. Ce système sera coupé par deux plans 
menés par a suivant des systèmes collinéaires et leur eoUinéation sera 
déterminée en général par la droite a qui se correspond à elle-même et 
par les trois couples de points homologues que b,c,d ont en commun 
avec les deux plans. Si donc l'on joint chaque point de l'un des plans 
avec le point qui lui correspond dans l'autre plan, on obtiendra tous 
les rayons du système. On voit en même temps que : 

Deux systèmes collinéaires, situés dans des plans différents et 
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dont la droite d'intersection est un élément correspondant commun, 
sans que les points de cette droite se con-espondent à eux-mêmes, 
engendrent un système de rayons de premier ordre et de première 
classe; toute droite, qui joint dettxpotnts homologues des deux plans, 
fait partie du système. 

De même, deux gerbes collinéaires, qui ont comme éléments corres- 
pondants communs un rayon et deux plans au plus, engendrent un 
système de rayons de premier ordre et de première classe. Le système 
de rayons déterminé par quatre rayons a,b,c,d qui ne se rencontrent 
pas, contient le système réglé abc ainsi que tout autre système réglé, 
qui a deux rayons communs abc et qui passe par d ; on peut le con- 
struire au moyen de ces systèmes réglés. 

Projetons un système de rayons de premier ordre et de premièi'e 
classe de deux points S; et S,, situés sur l'un de ses rayons; d'après un 
théorème précédent, nous obtenons deux gerbes collinéaires. Les plans 
homologues de ces gerbes ae coupent deux à deux suivant les rayons 
du système et les gerbes ont comme éléments correspondants com- 
muns le rayon S,Sj et deux plans 15,5) passant par lui, qui peuvent se 
confondre ou être imaginaires. Les faisceaux homologues de rayons 
de S, et Sj situés dans r, et 7 ont toujours le rayon Sfi^ correspondant 
commun et engendrent deux ponctuelles rectilignes u,v ; nous donne- 
rons à leurs lieux le nom d'aœes du système de rayons. Comme tout 
plan de la gei'be S, qui passe par un point de m ou de îj a ce point qui 
lui est commun avec le plan correspondant de la gerbe S^, il s'ensuit 
que : 

Les axes u et v du système de premier ordre et de première classe 
coupent tous les rayons du système, et toute droite qui rencontre 
uet \ appartient à ce système. Les deux axes contiennent tous les 
points singuliers du système, et tous les plans singuliers de ce système 
passent par eux. Ils sont conjugués l'un à l'autre dans tout système 
focal dont le complexe de directrices passe par le système de rayons. 

Les deux axes u,v n'ont aucun point commun l'un avec l'autre quand 
ils ne coïncident pas ; cela résulte de ce que, en général, deux rayons 
du système ne se rencontrent pas. 

Quand deux rayons du système se coupent, ils sont dans un même 
plan avec l'un des axes et se rencontrent en un même point avec 
l'autre. Les deux axes sont des directrices communes à tous les sys- 
tèmes régies contenus dans le système; ils sont imaginaires ou réels, 
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OU bien ils coïncident, suivant que la surface du second ordre qui passe 
pai' l'un de ces systèmes rencontre chacun des rayons du système non 
situé sur elle en deux points imaginaii-es ou réels, ou bien lui est tan- 
gente. Si les deux axes ne sont pas réels, ce sont deux droites imagi- 
naires conjuguées de seconde espèce (I, page 178). Une surface réglée 
est touchée suivant les points d'une droite située sur elle-même pai- 
les l'ayons d'un système de premier ordre et de première classe dont les 
axes coi'ncident avec cette droite; toutes les surfaces réglées contenues 
dans ce système de rayons sont tangentes suivant les points de celte 
droite. 

Les plans polaires d'un point quelconque P par rapport à toutes 
les surfaces réglées contenues dans un système de rayons de premier 
ordre et de première classe se coupent en un point P, du rayon du 
système qui passe par P. De jnême les pôles d'un plan i; par rapport 
à toutes ces surfaces réglées sont contenues dans un plan t.^ qui a un 
rayon du système commun avec r.. Les points et les plans de l'espace 
sont ainsi conjugués deux à deux par rapport à toutes les surfaces 
réglées du système. 

En effet, si le système de rayons a deux axes réels m et v, P, est le 
point qui est hannoniqnement séparé de P par w et îi; car les surfaces 
réglées du système passant toutes par m et v, les plans polaires de P 
doivent passer par P,. Si, en second lieu, toutes les surfaces réglées du 
système sont tangentes suivant les points d'une jnême di'oite, P, est le 
point suivant Inquel elles sont touchées par le plan Pm. Enfin, en troi- 
sième lieu, si les deux axes du système sont imaginaires, ou d'une 
manière générale ne sont pas identiques, soit / le rayon du système 
qui pa^e par P ; on peut au moins faire passer par l un couple de plans 
réels conjugués par rapport à deux quelconques des surfaces réglées 
R'et Ii.^(I, page 181). 

Ces deux plans seront rapportés collinéairement l'un à l'autre par le 
système de rayons de telle manière que leurs points homologues, et 
en particulier ceux situés sur / soient conjugués par rapport aux deux 
surfaces (II, page 90), par suite le point Pj de / qui est conjugué au 
point P par rapport à R' est aussi conjugué à P par rapport à toute 
autre surface B,^ du système. 

Prenons encore deux points S, et S, sur un rayon l d'un système de 
premier ordre et de première classe et projetons de ces points le sys- 
tème suivant deux gerbes collinéaires. Au moyen du système de 



y Google 



SYSTÈME DE RAYONS DE 1* ORDRE ET DE 1" CLASSE. 93 

rayons rapportons collinéairemeut deux plans quelconques a, et ^^ de S, 
aux plans a, et g, qui leur correspondent dans S^ ; à tout point d'inter- 
section de a.^ et p, correspondra un point commun à a, et g, ; cai- les 
faisceaux de plans a.^^^ et a^lï, engendrent un système réglé du système 
de rayons dont les deus droites â^ et ô^^ sont deux directrices. D'après 
cela, nous pouvons considérer les plans collinéaires comme des foranes 
homologues de deux espaces collinétùres dont l'un contient les plans a,, 
P, et l'autre les plans aj,p,. Ces espaces collinéaires ont pour éléments 
correspondants communs tous les rayons du système de rayons, parce 
que cliacun de ces rayons unit deux points de a.^ et p, et en même temps 
les points correspondants de a, et Pj. Toutes les droites qui joignent 
les points homologues et toutes celles qui sont les intersections de 
plans homologues de ces espaces collinéaires font en conséquence 
l)artie du système de rayons et ce dernier sera engendré aussi bien par 
deux gerbes homologues que par deux systèmes plans homologues 
(non coïncidents) des espaces collinéaires. Ces espaces ont comme 
éléments correspondants communs les deux axes du système de rayons 
ainsi que tout point de ces axes et tout pian qui passe par eux. 

Si les deux axes ne coïncident pas, nous pouvons prendre les points Sj 
et S, sur le rayon l de telle manière qu'ils soient conjugués par rapport 
à toutes les surfaces réglées contenues dans le système de rayons. 
Mais alors les plans homologues des gerbes S, et S,, comme par 
exemple les plans a.^ et a,, et les points homologues de ces plans sont 
conjugués deux à deux par rapport à toutes ces surfaces réglées, et 
par conséquent il en est de même pour tous les plans et plans homo- 
logues des espaces collinémres. Donc : 

Si l'on fait correspondre deux à deux les points et les plans qui 
sont conjugués par rapport à toutes les surfaces réglées contenues 
dans le système de rayons, on obtient ainsi uniquement des couples 
d'éléments homologues de deux espaces collinéaires {en situation in- 
volutive) qui ont pour éléments correspondants communs tous les 
rayons du système, tous les points de ses axes et tous les plans qui 
passent par ces axes. 

Tous les rayons d'un système de premier ordre et de première classe 
qui coupent une courbe quelconque du second ordre ç, sont en général 
situés sur une surface réglée du quatrième ordre F*. En effet, cette 
surface a au plus quatre points communs avec une droite quelconque,, 
parce que tous les rayons du système qui coupent cette droite sont 
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Situés sur une suiface léglée du second ordre qui a au plus quatre 
points communs a'vec ç. En général la surface F* passe deux fois par 
1p riyon s du sjsteme situé dans le plan de œ. 

Tout plan pas'îant pai s a en commun avec F*, en outre de s, une 
conique piojertive a ç et les rayons de F' sont projetés d'un point 
quekonquc de t. sui\anl un faisceau de plans du second ordre projec- 
tif à ç. 

Comme deux droites u et v, qui ne se rencontrent pas, peuvent 
toujours être considérées comme les axes d'un système de rayons, 
noua pouvons dire aussi que ; si une droite g se meut en rencontrant 
constamment une conique ç et deux droites u et v, qui ne se coupent 
pas, elle décrit en général une surface réglée du quatrième ordre F'. 
Les droites m et u sont les droites qui contiennent les points doubles 
de cette surface ; en effet, par un point quelconque de u ou v, il passe 
en général deux génératrices g de F' et ces droites sont respectivement 
dans un même plan avec v ou u. 

Si la conique 9 a un point commun U avec l'une des droites u, F* se 
décompose en un plan Vv et une surface réglée F' du troisième ordre. 
La droite u est un lieu des points doubles de la surface F' ; cette der- 
nière passe par v et en général a en commun avec un plan passant 
par II deux génératrices dont le point d'intersection est situé sur u. La 
ponctuelle v est rapportée projectivement à la conique 9 par le faisceau 
de plans u de sorte qu'avec ç elle engendre la surface. 

Un complexe linéaire de rayons renferme chaque système de rayons 
de premier ordre et de première classe déterminé par quatre rayons 
du complexe; réciproquement, un pareil système de rayons peut être 
réuni à un rayon qu'il ne contient pas par un complexe linéaire, parce 
que ce dernier est déterminé par cinq rayons quelconques. Nous pou- 
vons donner aux axes principaux de tous les complexes linéaires de 
rayons qui passent par un système de rayons donné le nom d'axes 
principaux du système. Chacun de ces axes principaux est normal à 
tous les rayons du système qui le rencontrent ; ces derniers forment 
donc un système réglé d'un paraboloïde hyperbolique équilatère. En 
général » le système de rayons ne contient qu'une seule droite à l'infini ; 
elle est située sur le paraboloïde équilatère et les axes principaux du 
système de rayons sont parallèles aux plans qui contiennent cette 
droite et sont coupés normalement par le rayon du système qui est 
perpendiculaire à ces plans. Cependant quand le système de rayons a 
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1111 axe u à l'infini, toute droite normale aux plans qui posent par u est 
un axe principal du système. Soient r et r^ les distances d'un axe prin- 
cipal à deux rayons quelconques du système et p et p, les angles qu'il 
fait respectivement avec ces rayons, on a la relation 

r. tangp^::::rj tangpj (II, page 86). 



y Google 



DOUZIÈME LEÇON. 



Formes engendrées par deux gerbes ou deux systèmes plans 

collinéaires — Courbes gauches 

et faisceaux de plans du troisième ordre. 



Les formes fondamentales réciproques de deuxième et de ti-olsième 
espèce nous ont conduit aux surfaces et aux gerbes de plans du second 
ordre et nous ont fourni leurs propriétés les plus importantes. Consi 
dérons maintenant les formes engendrées par les fonnes fondamentales 
coUinÉaires et tout d'abord celles auxquelles donnent naissance deux 
gerbes collinédres. La loi de réciprocité nous pennettra d'étendre 
ensuite les résultats que nous aurons trouvés à deux systèmes plans 
collinéaires. 

Lorsque deux gerbes collinéaires S et S, ne sont ni concentriques ni 
perspectives, elles eugendient un sj&tLme de rayons du premier ordre 
suivant les rayons duquel les plans homologues des gerbes se coupent 
deux à deux. Par un point quelconque A de l'espace il ne passe en 
général qu'un seul layon de ce s>sleme, paiceque le faisceau de plans 
SA de la gerbe S engendie engeneial a\ec le fai-^ceau de plans coitcs- 
pondant de S, un système réglé appartenant au système et dont il ne 
passe qu'un seul rayon par A, Il n'y passe plus d'un rayon, et dans ce 
cas il y en a une infinité, que si les axes de ces deux faisceaux de plans 
se coupent en A, et si par conséquent A est le point d'intersection de 
deux rayons homologues des gerbes; dans ce cas, A est un point sin- 
gulier du système de rayons et les rayons du système qui passent par 
lui forment un faisceau ordinaire de rayons ou une sui-face conique du 
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second ordre, suivant que les l'aisceaux projecUfs de plans SA et S^A qui 
les eiigendi-ent ont ou n'ont pas de plan correspondant commun. Tout 
système réglé ou toute surface conique du second ordre engendrée pai- 
deux faisceaux homologues de plans passant par S et Si, passe par tous 
les pouits d'mtersection des rayons homologues des gerbes ; car l'un 
quelconque de ces points singuliers du système de rayons est toujours 
situe dans deux plans qui se correspondent l'un à l'autre dans ces 
faisceaux 

Quand les gerbes collinéaîres S et S, ont le rayon SS^ comme élément 
correspondant commun, elles engendrent, comme nous le savons déjà, 
un système de rayons de premier ordre et de première classe ; nous 
pouvons considérer ce cas comme traité complètement dans la leçon 
précédente. En second lieu, si les gerbes ont, non plus le rayon SS^, 
mais un plan r, correspondant commun, leurs faisceaux homologues de 
rayons situés dans vi engendrent une courbe du second ordre k-, passant 
pai' S et S^, et suivant les points de laquelle les rayons homologues se 
coupent deux à deux. Par chaque point de h'' passent une infinité de 
rayons du système de rayons engendi'é par S et S, ; ils forment un 
faisceau ordinaire de rayons et par suite sont situés dans un plan 
singulier du système. Deux pareils plans singuliers se coupent suivant 
une droite v dont les points doivent également être des points d'inter- 
section de rayons homologues de Set S^, pai'cequ'il passe plus d'mi 
j'ayon' du système par chacun d'eux ; le point où v coupe le pian de /;- 
doit donc se trouver sur la courbe k^. Les droites d'intei-section des 
plans homologues de S et S, ontpar conséquent un point commun aussi 
bien avec v qu'avec h" et toute droite qui est coupée par v et k" en deux 
points différents appartient au système de rayons engendré par S et S,. 
Comme un plan contient en général deux de ces droites, on voit que: 

Deux gerbes collinéaires S et S^, non concentriques, qui n'ont pas 
de rayon mais qui ont un plan correspondant commun, engendrcni 
un système de premier ordre et de seconde classe. Les points singuliers 
de ce système sont situés sur une conique k' et une droite v qui se 
coupent, et la conique k" passe par les centres S et S^ des deux gerbes. 
Le système de rayons se compose de tous les rayons qui joignent les 
points de y avec ceux dek'. 

De deux points quelconques P et P, de k^ projetons cette courbe et !a 
ponctuelle i> au moyen de couples de faisceaux de rayons ; ces derniers 
sont rapportés projectivement l'un à l'autre par /i' et v et les rayons 
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cûininuns aux deux couples de faisceaux P et P^ se correspondent eiiti'e 
eux, pat-ce qu'ils projettent le point d'intersection dek^ etv. Ces faisceaux, 
projectifs de rayons établissent ainsi une colUnéation entre les gerbes 
P et Pj (II, page 7) dételle manière les plans homologues de ces gerbes 
se coupent deux à deux suivant une droite qui a un point commun avec 
k" et V. Donc : 

Le système de rayons de premier ordre et de seconde classe est 
projeté de deux points quelconques de sa courbe directrice du second 
ordre k} suivant deux gerbes œliinéaires. 

Il n'y a d'exception que pour le point d'intersection de A:° et v d'où 
le système de rayons est projeté suivant le faisceau des plans singuliers 
de V. 

Le système de rayons de premier ordi'e et de seconde classe a |)Our 
réciproque le système de rayons de première classe et de second ordre. 
Ce dernier est engendré pai' deux systèmes coUinéaires plans qui ont un 
point, mMspas de droite, comme élément correspondant commun. Ses 
plans singuliers forment une faisceau de plans du second ordre et un 
autre du premier ordre et il se compose de toutes les droites suivant 
lesquelles se coupent deux à deux les plans de ces deux faisceaux. Toutes 
les tangentes d'une surface conique du second ordre qui rencontrent une 
tangente donnée de cette surface forment un faisceau de rayons de 
première classe et de second ordre. 

Nous allons supposer maintenant que les gerbes coUinéaires S et S^ 
n'fùent aucun élément correspondant commun. Elles engendrent dans 
ce cas un système de rayons de premier ordre et de troisième classe dont 
les points singuliers sont situés sur une courbe gauche du troisième 
ordre. En effet, tous les rayons du système qui passent par un point 
siiwulier forment une surface conique irréductible du second ordre qui 
passe par tous les autres points singuliers ; tout point d'intersection de 
deux rayons du système est un point singulier et toute droite 
qui unit deux points singuliers est un rayon du système. Si un plan 
quelconque renfermait plus de trois rayons du système, leurs points 
d'intersection seraient tous des points singuliers et par l'un ou par 
l'autre d'entre eux i! passerait un cône de rayons du système qui 
aurait plus de trois rayons communs avec un plan, ce qui est impossible. 
Le système de rayons est donc de troisième classe et i! y a au plus 
trois de ses points singuliers situés dans un plan et au plus deux sur une 
droite. 
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Deux fiwsceaux homologues deplans de S et S, engendrent une surface 
réglée du- second ordre ; c'est ou une surface conique ou un système 
règle contenu dans le système de rayons, selon que leurs axes se coupent 
(en un point singulier) ou ne se rencontrent pas. Deux surfaces du second 
ordre ïùnsi engendrées ont en commun le rayon du système, différent 
de SS^, qui coupe les deux couples d'axes des fiûsceaux de plans qui 
les engendrent ; elles se coupent en outre suivant une courbe gauche 
du troisième ordre, passant par les points S et S„ suivant les points de 




laquelle les rayons du système se coupent deux à deux et qui est le lieu 
des pointa singuliers du système. Donc : 

Deux gerbes coUinéaires non concentriques S, S^, qui n'ont aucun 
élément correspondant commun, engendrent un faisceau de rayons de 
premier ordre et de troisième classe. Celui-ci contient toutes les cordes 
d'une courbe gauche du troisième ordre k', qui est le Heu de ses points 
singuliers et de chacun des points de laquelle il est projeté suivant une 
surface conique du seco-nd ordre {fig. 15), Celte courbe cubique gauche 
k' passe par les centres des deux gerbes et en chacun de ses points se 
coupeni deux rayons homologues de S et S,. 

Si l'on nous donne la courbe gauche k^ et les points S et S^ situés sur 
elle, nous connaissons par là même les deux cônes homologues suivant 
lesqiiels k^ est projetée de S et Sj. Ces deux cônes sont projectivement 
rapportés l'un à l'autre par le moyen de la courbe gauche et sont per^ 
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spectifs au faisceau de plans SS, ; comme ils n'ont aucun élément cones- 
pondant commun, ils ne sont pas tangents, mais se coupent suivant le 
rayon SSj. Un plan quelconque rencontre les deux cônes suivant des 
courbes du second ordre r|ui se coupent en un point situé sur SS, et qui 
pai' conséquent ont au moins un point et au plus trois points communs. 
Donc : 

La courbe cubique gauche k' a au moins un point et au plus Irais 
points communs avec un plan quelconque. 

Les cônes projectifs S {k^) et S, {k"} déterminent complètement la 
collinéation des gerbes S et S^ (11, page H) en sorte que la courbe gauche 
h' déteimine aussi le système de rayons engendi'é pai' S et S^. Toute 
toi de ou toute tangente de /i'estprojetéedeS et S, par des plans homo- 
logues sécants ou tangents de ces cônes et appartient au système de 
ia\ons 'fout rayon du système, qui est projeté de S et S, par deux 
plans e\téi'ieurs à ces cônes, peut toutefois être considéré aussi comme 
une 001 de (impropre) de la courbe gauelie /;* ; en effet, il coupe les deux 
i'aisceaux homologues de rayons de S et S^ contenus dans ces plans sui- 
vant deux ponctuelles projectives dont les points correspondants com- 
muns sont situés sur /;', mïûs qui sont ici. imaginaires conjugués. 
D'après cela, nous pouvons dire que: 

Le système de rayons de premier ordre et de troisième classe se com- 
poi^e lie toutes les coi-des de la courbe gauche du tioisiimc ordre k', 
qui contient les points singuliers du système. Un rayon du xysfèiiK- est 
une corde propre ou impropre de k', suivant qu'il joint deux points 
n'eh ou imaginaires conjugués de la courbe. Les tangentes à k* appar- 
tiennent aussi au système; elles y séparent les cordes propres des . 
cordes imp^'opres et ont chacune en commun avec la courbe deux points 
qui coïncident. Nous appellei'ons k' la courbe double du système de 
rayons. 

La courbe gauche A' peut être réunie à deux cordes quelconques a, h 
pai" une suface réglée du second ordre qui contient un système de cordes ; 
car les couples de plans qui projettent les deux cordes de S et S, se 
coupent suivant les axes de deux faisceaux homologues de plans des 
gerbes collinéaires et ces faisceaux engendrent la surface. Comme cette 
surface du second ordre peut aussi être décrite par une droite qui glisse 
sur k^ et coupe constamment les deux cordes a eti, on a ce théorème: 

Lacourhe gauclie du troisième ordre est projetée de deux quelconques 
de ses cordes sniiHinl deux faisceaux projectifs de plans ; 
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car les plans qui joignent les cordes a, b avec la droite mobile et coiisé- 
quemment avec un pojiit mobile de k^, décrivent autour de a et & deux 
faisceaux projectifs de plans. Le théorème a encore lieu quand a et i se 
coupent sur la courbe et par suite sont situées avec elle sur un même 
cône du second ordre. Kous allons l'utiliser immédiatement pour con- 
struire linéairement les plana osculateurs de la courbe/.;'. 

Soit a la tangente à k' en un point A et soit b une autre corde quel- 
conque. Si un point P décrit la courbe gauche k', les plans ^ et tP 
décrivent des faisceaux projectifs de plans autour de a et b. Or aV 
devient le plan osculateur en A , quand P se rapproche indé- 
finiment de A ; en même temps ^ devient le plan 6A. 

Si donc la projectivité des faisceaux de plans o et 6 est déterminée 
par trois couples de plans homologues, nous trouverons le plan oscula- 
teiu- du point A en construisant le plan qui correspond à W dans le fais- 
ceau a. — Si la corde b passe par le point A, lorsque le point 1' tend 
vei's A, la droite AP se raproche indéfiniment de la tangente a et le plan 
bV du plan ba; mais en même temps af devient le plan tangent sui- 
vant le rayon a au crtne du second ordre engendré par les faisceaux a 
et b. Donc : 

if> plan osml(tlcur en un point quelconque À île ta cmirbo. pn^xr par 
la tangente a en ce poînl el e.tl, tancent suivant il à la surface conique 
du seroiid ordre par laquelle la courbe gauche k* est projetée 
(le A. 

Pour mener une corde de la courbe par un point quelconque 
Q sans nous servir des gerbes coUinéaires, joignons Q à un point quel- 
conque P de k^ par une droite g et menons par i; deux plans qui coupent 
chacun la courbe en deux points dillerents de P. Les droites a et b qui 
unissent ces couples de pointssontsituées avec la courbe gauche sur une 
surface réglée du second ordre à laquelle appartient aussi la di'oite g ; 
car g a les trois points (j a, g b et V communs avec la surface. Cette 
surface réglée, qu'il est facile de construire et à laquelle appartiennent 
a et b, a l'un de ses rayons qui passe par le point Q ; ce rayon est la 
corde cherchée. Cette construction réussit toujours, même quand la corde 
qui passe par Q est impropre. En passant, on voit que; 

Par une courbe gauche du troisième ordre et une droite g, qm 
coupe la courbe en un point, mais nest pas une de ses cordes, on ne 
peut faire passer qu'une seule surface réglée du second ordre. L'un des 
systèmes réglés de cette surface se compose de cordes de la courbe ; 
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les rayons de Vautre système, dont g fait partie, coupent, cliaam la 
courbe gauche en un seul point. 

Pour justifier cette dernière proposition, nous ferons remarquer que 
tout rayon g' du deuxième système peut être réuni à une corde propre 
quelconque du premier système par un plan qui a trois points communs 
avec la courbe gauche ; -deux d'entre eux sont situés sur la, corde et 
conséquemment le troisième se trouve sur (/'. 

D'un point quelconque S, de la courbe gauche k^ projetons son 
système de cordes; à deux plans homologues « et a^, des gerbes colli- 
néaires S et S^ est rapporté uii plan a, de S, qui passe par leur droite 
d'intersection a«^. El comme les cordes de l^ qui engendrent deux 
faisceaux homologues de plans de S et S, sont situées sur un cône ou un 
système réglé passant par S,, elles seront projetées de S, suivant un 
troisième faisceau de plans dont l'axe est également une génératrice 
de cône ou une directrice du système réglé. Donc, non seulement un 
plan de S a pour correspondant un plan de S„ mais à tout faisceau de 
plans du premier ordre dans S correspond un faisceau analogue dans 
Sj ; c'est-à-dire que les gerbes S et S, sont rapportées collinéiûrement 
l'une à l'autre comme S et S,, de sorte qu'elles engendrent également 
le système des cordes de la courbe gauche k". Les centres S et S, des 
gerbes coUinéaires dont on a fait primitivement usage peuvent donc être 
remplacés par deux autres points quelconques Sj, S^ de la courbe 
gauche ; ils ne se distinguent en rien des autres points de A' et toutes 
les propriétés démontrées pour ces premiers points s'appliquent aussi 
aux autres pomts de la courbe. En particulier, on a ce théorème; 

La courbe gauche du troisième ordre est projetée de deux quelconques 
de ses points suivant deux cônes projectifs du second ordre et son 
système de cordes suivant deux gerbes coUinéaires; c'est-àr-dire que 
chaque corde est projetée par deux plans homologues et chaque point 
de la courbe par deux rayons homologues des gerbes. 

Tout plan mené par S contient au moins une cordede la courbe gauche, 
c'est sa droite d'intersection avec le plan homologue de la gerbe S,, Si 
le plan a trois points communs avec la courbe, les trois droites qui 
joignent ces points font partie du système des cordes ; si, en outre de 
S, le plan ne renferme qu'un seul point P de la courbe, il est tangent 
à celle-ci en S ou en P et ne contient que deux rayons du système de 
cordes qui sont SP et la tangente au point de contact. Or, comme S 
est un point quelconque de la courbe et que celle-ci a au moins un point 
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commun avec un plan quelconque, comme de plus tout point d'inter- 
section de deux cordes est situé sur la com'be double, il s'ensuit 
que : 

Un plan renferme autant de cordes réelles que de points réels d'une 
courbe gauchedu troisième ordre, c'est-à-dire au moins une cbrde et 
au plus trois. 

Ujie courbe gauche du troisième ordre peut aussi être engendrée au 
moyen de sm'faces réglées comme le montre le théorème suivant : 

Deux surfaces réglées R et Jî„ ou une surface réglée R et un cône K 
du second ordre, qui se coupent suivant un rayon a, ont encore en 
général une courbe gauche k" du troisième ordre qui leur est commune 
et dont a est une corde. 

Tout plan mené par a coupe chacune des surfaces suivant un rayon 
différent de a. Faisons correspondre ces rayons l'un à l'autre, les 
deux systèmes réglés de R et R, auxquels a n'appartient pas, ou le 
système réglé de R et le cône S, sont rapportés projectivement l'un à 
l'autre, puisqu'ils sont perspectifs au faisceau de plans a. Deux rayons 
correspondants des surfaces se coupenten, un point de la courbe A' et tous 
ces pointa d'intersection 'sont projetés de l'un quelconque P d'entre eux 
suivant les rayons d'un cône du second ordre. En effet, les deux 
formes projectives de rayons R et R, ou R et K sont projetées du point 
P par deux faisceaux projectifsde plans du premier ordre qui engendrent 
le cône en question. La courbe là est donc une courbe gauche du troi- 
sième ordre, quand l'un des cônes ou les deux cônes du second ordre 
menés par elle ne se décomposent pas en faiseaux de rayons du premier 
ordre, ce qui est possible. Dans ce cas particulier, la courbe gauche du 
troisième ordre peut se décomposer en une droite et une conique ou 
trois droites, ou bien se réduire à une ou à deux droites. — Comme un 
rayon quelconque g du système réglé R n'a qu'un point commun avec 
la courbe gauche /c' et ne lui est pas tangent, et comme par g et k' on 
ne peut faire passer qu'une seule surface réglée du second ordre dont 
le deuxième système réglé doit se composer de cordes de la courbe, 
il s'ensuit que a est l'une de ces cordes. 

Trois faisceaux projectifs de plans, dont lesaxes a, a^, aj nepassent 
pas par un seul et même point, engendi^ent en général une courbe 
gauche k' du troisième ordre dont a, a^, a^ sont des cordes. En chaque 
point de k* se coupent trois plans homologues des faisceaux. 

En effet, le faisceau a engendre avec chacun des deux autres fsùsceaux 
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un cftiie ou une surface réglée et les deux surfaces ainsi formées ont la 
droite a corr^pondante cimimune. Le théorème est donc ramené 
au précédent. On peut regarder comme le réciproque d'un autre théorème 
démontré précédemment {II, page 100). 11 nous peraiet de résoudre ce 
problème : 

Construire une courbe gauche du troisième ordre, connaissant trois 
de ses points P, Q, R et trois cordes a, a,, a^çui ne passent par aucun 
de ces points et qui ne rencontrent pas les droites qui les joignent. 

Pour cela, nous rapporterons les trois faisceaux de plans a, a,, a^ 
projectivement entre eux de manière que trois plans homologues des 
faisceaux se coupent en chacun des points P, Q, R. Les faisceaux de 
plans engendrent alors la courbe cherchée. Si les cordes a, <7,,«5 forment 
un triangle, la courbe gauche passe aussi par ses sommets, par consé- 
quent elle passe par six points arbitraires. 

Lorsqti'un sijsicme n'gU ou un rônr du second ordre et un faisceau 
de plans du premier ordre sont rapportés projeclivement l'un à l'autre 
ils engendrent en fiénéral une courbe gauche du troisième ordre, dont 
l'axe a. du faisceau de plans est une corde. 

Soient «j et a, deux faisceaux de plans perspectifs à la forme de 
rayons, ils sont projectifs à « et engendrent avec lui la courbe gauche. 
Il existe encore ici des cas d'exception. 

On peut en générai construire sur une surface réglée i\^ du second 
ordre deux courbes du troisième ordre qui passent par trois points 
A, B, C pris sur R^ et qui aient pour corde une droite a non située sur la 
surface. En effet, rapportons projeclivement les deux systèmes réglés 
de la surface R' au faisceau de plans a de manière que leurs rayons 
passant par A, B, G correspondant respectivement aux plans «A, oB et 
oC ; ils engendrent avec le faisceau de plans les deux courbes gauches. 
Ces dernières passent par les points communs ha et à R* ; donc : 

Sur une surface réglée du second ordre R^, on peut construire au 
plus deux courbes gauches du troisième ordre qui passent par cinq 
points donnés sur R^. 

Chacun des systèmes réglés de B^se compose de cordes, de l'une de 
ces courbes gauches et est peispectif à l'autre. Du dernier théorème 
on déduit d'après cela que : 

Deux courbes gauches du troisième ordre différentes l'une de 
Vautre, dont les cordes communes forment un système refilé, ovt au 
plus quatre points communs. 
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Quatre faisceaus projectifs de plans du premier oi'di'e, situés d'une 
manière quelconque dans l'espace, engendrent, quand on les prend 
trois à trois, quatre courbes gauches du troisième ordre; deux quel- 
conques de ces dernières sont situées sur une surface réglée, engen- 
drée par deux des faisceaux projeclifs de plans, elles ont un système 
de cordes communes et par suite au plus quatre points communs. Il 
résulte de là que : 

En gém'ral, il y a au plus quatre points où se coupent quatre plans 
homologues de quatre faisceaux de plans projectifs. 

On peut encore citer ici le théorème suivant : 

Par six points S, Sj, A, B, C, D, dont quatre ne sont pas silue'n 
dans un même plan, on ne peut faire passer qu'une seule fourbe, 
(/auche du troisième ordre. 

En effet, les deux cônes du second ordre qui projettent la courbe 
des deux points S et S,, sont complètement déterminés par les rayons 
qui joignent chacun de ces points aux cinq autres. On peut construire 
très facilement la courbe en joignant trois des six points par des cordes 
et en procédant, comme dans les problèmes précédents. 

Deux courbes gauches du troisième ordre ne peuvent donc avoir 
plus de cinq points communs, sans coïncider. 

On démontre d'une manière absolument analogue le théorème qui 
suit 

Une couibe gauche du t) oif<'ème ordie est complètement déterminée 
par I inq de sit, points et la tangente en l un d'eux, par quatre points 
et les tanqentes en deut d entie eue ou par trois points et les tan- 
gentes en ces points 

En efiet soient par e\emple \ B G trois points de la courbe et a,h,c 
les tangentes en ces ponits le cône en second ordre qui projette la 
couibe du pomt \ doit passeï par les tiois rayons a, AB, AC et être 
tangent suivant ces dpu\ deinipi's aux phns \6 et Kc. Il est donc com- 
plètement deteimmè et il en est de même pour les cônes du second 
ordre qui projettent la courbe de B ou de G. 

Une courbe gauche du troisième ordre est en général com- 
plètement déterminée, quand on donne deux de ses points et quatre 
de ses cordes, ou trois points et trois cordes, ou cinq points et une 
corde. 

En effet, dans le premier cas, la collinéation des deux gerbes qui 
projettent le système des cordes de la courbe gauche des deux points 
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donnés est en général complètement déterminée par les quatre couples 
de plans homologues qui se coupent suivant les quatre cordes données. 
Quand trois des quatre cordes fonnent un triangle, la courbe passe par 
ses sommets ; c'est ce qui justifie le troisième cas. Le second cas a. 
été traité précédemment. 

Transportons tous les résultats obtenus jusqu'ici à !a forme de 
rayons engendrés pai' deux systèmes collinéfdres plans 2 et Z^, nous 
aurons Ténoncé qui suit : 

Deux systèmes cotlinéaires plans S et S,, non situés dans le même 
plan et n'ayant aucun élément coi'respondant commtin, engendrent 
un système de rayons de première classe et de troisième ordre et de 
plus un faisceau de plans du troisième ordre. Chaque rayon du 
système joint deux points homologues et chaque plan du faisceau du 
troisième ordre deux droites homologues de s et Sj. Nous dirons que 
chaque rayon du système est un axe du faisceau de plans du troi- 
sième ordre et que ce dernier est le faisceau double du système de 
rayons. En général, un plan quelconque ne contient qu'un seul axe 
du faisceau de plans du troisième ordre; c'est seulement quand le 
plan appartient au faisceau qu'il renferme une inanité d'axes; ceux- 
ci forment un faisceau de rayons du secxind ordre et sont les inter- 
sections du plan donné avec tous les autres plans du faisceau du 
troisième ordre. Chaque plan de ce faisceau contient un axe par 
lequel ne passe pas de second plan du faisceau ; on le nomme le rayon 
de contact du plan et le point de cet axe, qui n'est situé sur aucun 
autre axe, est dit le point de contact du plan. Par chaque point de 
l'espace, U passe au plus trois plans réels et au moins un plan réel 
du faisceau, et le même nombre d'axes réels du faisceau. Le faisceau 
de plans du troisième ordre est coupé par deux quelconques de ses 
axes suivant des ponctuelles projectives, chaque plan du faisceau don- 
nant deux points homologues des ponctuelles. Le système d'axes est 
coupé par deux plans quelconques de son faisceau double suiva7it 
deux systèmes plans cotlinéaires, chaque plan du faisceau double 
donnant deux rayons homologues et chaque rayon du système d'axes 
deux points homologues des systèmes cotlinéaires. Trois ponctuelles 
projectives, dont les lieux a,,aj,a, ne sont pas situés dans un même 
plan, engendrent en général un faisceau deplans du troisième ordre, 
dont a,,aj,.a^ sont trois axes ; une ponctuelle rectiligne et un système 
réglé projectifs donnent les mêmes résultats. Par six plans, dont 
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quatre ne passent pas par un même point^ on ne peut faire passer 
gu'un seul faisceau de plans du troisième ordre, etc. 

Nous pouvons distinguer plusieurs espèces de courbes gauches du 
troisième ordre, comme nous l'avons fait pour les coniques, en ayant 
égard au nombre et à la position de leurs points à l'infini. Nous pou- 
vons appeler asymptotes les tangentes aux points à l'infini &\,. plans 
asymptotiques les plans osculateurs en ces points. La courbe gauche 
du troisième ordre est projetée de chacun de ses points à l'infini suivant 
une surface cylindrique du second ordre. La courbe gauche est coupée 
par le plan à l'infini en trois points, ou elle n'a avec lui qu'un seul 
point commun, ou bien elle le coupe en un point et lui est tangente en 
un autre point, ou enfin le plan à l'infini est un plan osculateur en l'un 
de ses points. Nous avons d'après cela quatre espèces de courbes 
gauches du troisième ordre auxquelles Seydewilz a donné les noms 
suivants : 

1" L'hyperbole gauche. Elle a trois points à l'infini dont les asymp- 
totes et les plans asymptotiques sont à l'infini. Elle est l'intersection de 
trois cylmdres hyperboliques dont les plans asymptotiques sont paral- 
lèles deux à deux. 

1° L'ellipse gauche (fig. 15), Elle n'a qu'un point à l'infini avec une 
asymptote et un plan asymptotique à l'infini. Par cette courbe on ne 
peut i'aire passer qu'un seul cylindre qui est du genre elliptique. 

5° Lhyperhole parabolique a deux points à l'infini ; l'une de ses 
asymptotes est à l'infini ; l'autre au contraire et tes deux plans asymp- 
totiques sont à distance finie. On peut, par l'hyperbole parabolique, 
faire passer un cylindre parabolique et un cylindre elliptique. 

4° La parabole gauchen'^ qu'un seul point à l'infini dont l'asymptote 
et le plan asymptotique sont à l'infini. On ne peut faire passer par 
elle qu'un seul cylindre, qui est du genre parabolique. 
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Projectivitè et polarité des courbes gauches et des taisceai 
de plans du troisième ordre. 



La plupart (les théorèmos toblisjusqn'ki pour les courbes gaiiclios 
et les faisceaux de plans du ti-oisièine oindre peuvent s'énoncer bien 
plus aiinplement, si l'on étfind !a notion de projectivitè A ces foi'mes. A 
cet effet, nous poserons les définitions suivantes : 



Quatre points d'une coui'be gau- 
che k^ du troisième ordre sont ap- 
pelés points harmoniques, s'ils 
sont projetés d'une corde quel- 
conque, et par suite (II, page 100) 
de toutes les cordes de la courbe 
suivant quatre plans harmoniques 
et d'un point quelconque S de la 
courbe suivant quatre rayons har- 
moniques d'un cône du second 
ordre ^k^. 



Quatre plans d'un faisceau K'' 
du troisième ordre sont appelés 
plar)s harmoniques, s'ils sont cou- 
pés par l'un quelconque, et par 

suite par tous les axes du faisceau 
suivant quatre points harmoni- 
ques, et par un plan quelconque 5 
du faisceau suivant quatre rayons 
harmoniques d'un faisceau <: K'' du 
second ordre. 



Nous donnerons en outre aux courbes gauches et aux faisceaux de 
plans du troisième ordre le nom de formes élémentaires du troisième 
ordre. 

Les définitions et théorèmes généraux énoncés antérieurement pour 
les foi-mes élémentaires du premier et du second ordre (1, pages \%) 
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et 131) trouvent immédiatement leur application ici; par exemple: 
Deux courbes gauches du troisième ordre, projectives et situées l'une 
sur Vautre ont tous leurs points correspondants communs, ou bien 
elles en ont au plus deux. 

La courbe gauche du troisième ordre /c^ est projetée de chacune de 
aes cordes a suivant un faisceau de plans du premier ordre perspectif à 
h^ et de chacun de ses points S suivant un cône Sk^ du second ordre qui 
lui est perspectif. Deux faisceaux de plans a et a, perspectifs à k^ 
engendrent un cône ou un système réglé perspectif à la courbe suivant 
que leurs axes se rencontrent ou ne se rencontrent pas. 

Beaucoup des théorèmes qui précèdent peuvent niaintenant être 
réunis ensemble ainsi qu'il suit : 



Tous les faisceaux île plans, 
cônes du second ordre et systèmes 
rétjlés perspectifs à une courbe 

gauche du troisième ordre, sont 
projeclifs entre eux. 



Toutes les ponctuelles, tous les 
faisceaux de rayons du second 
ordre et les si/stémes réglés per- 
spectifs à un faisceau de plans 
du troisième ordre, sont projectifs 
entre eux. 



Pour rapporter deux courbes gauches /c'' et k^ du troisième ofdi'e 
prajectivement Tune à l'autre de telle sorte qu'aux points A,B,G de k 
coiTespoûdeiit reapectiveiuent les points ApB,,C, de k^, nous rappor- 
terons projecti veinent l'un à l'auti'e deux faisceaux de plans perepectifs 
l'un u à k'', l'auti-e v^^ à k^', de manière que les plans wA, mB, mC du 
premier aient respectivement pour correspondantsles plans ii,A^,v,B„v,Ci 
du second. Les pointa de la courbe qui seront projetés par deux plans 
lioniologues des faisceaux se con-espondront alors deux à deux. — Les 
courbes gauches projectives sont en même temps des formes homolo- 
gues de deux systèmes coUinéfûres de l'espace. En effet, soient D,E,F 
trois nouveaux points de la coui'be /i' auxquels eon'espondent les points 
D,.E[,F, de /;,"' nous pouvons rapportei' collinéaireuient l'un à l'autre 
deux systèmes de 1 espace 2 et 2,, de manière qu'aux cinq points 
A,B,0,D ,Edelcoirespondentrespectivement les cinq points A,, B,,Gj,Dj,E, 
de i,. Au fii&ceau de plans AB (CDEF) correspond alors le faisceau 
A,B, (CiDjE^>,) qui lui est projectif, par suite au plan ABF de s corres- 
pond aussi le pl'm AjBjF, de S, ; et l'on peut démontrer de même que 
toutautre pi in ie i, qui leunit le point F à un côté quelconque du pen- 
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tagoiie AlîCDE a pour correspondaût !e plan de 2, qui joint Fj au coté 
correspondant du pentagone A^B,C,D,E^. Comme d'après cela le point F 
de s qui est l'intersection de trois de ces plans a pour correspondant 
le point F, de Sj qui est l'intersection des trois plana homologues aux 
précédents, la courbe /c' sur laquelle sont situés les six points A,B,G,D,E,F 
doit avoir pour correspondante la courbe k^" qui réunit les six points 
homologues A,,Bj,C„D,,E^,Fi ; car par six points de l'espace on ne peut 
-faire passer qu'une seule courbe gauche du troisième ordre. 

Une courbe gauche involutive du troisième ordre est projetée de 
chacun de ses points suivant une surface conique Lnvoiutive du second 
ordre et les rayons conjugués de cette dernière sont d'après cela situés 
deux à deux dans un même plan avec une droite q qui passe par le 
sommet du cône, mais qui n e-ît pas située sui sa suifice (I pige 147). 

Les points conjugués de h cjuibe gauLhe sont donc situés deux à 
deux dans un même plan avec g et les dioites qm les joignent ippar- 
liennent à un système réglé de coides dont / est une duectnce Si la 
courbe involutive a deux points doubles leuis tangentes appii tiennent 
aussi à cette surface réglée elles sepaient -jui la surface léglée les 
cordes propres des cordes impio^ le Si n us avons égaid aux théo- 
rèmes précédents, on déduit de là en pafjsant que 

Si l'on fait passer une wface réglée pat une comb gauche du 
troisième ordre, tout rayon de l un des systèmes réglés de cette sur- 
face est une corde de la courbe, tandis que tout rayon du second 
système réglé ne coupe la courbe qu'en un setd point. Les points de 
la courbe sont accouplés involutivement par les rayons du premier 
système; chaque rayon de ce système est une corde propre ou bien 
deux d'entre eux sont tangents à la courbe et séparent les cordes pro- 
pres des cordes impropres. 

Les théorèmes de Pascal et de Briandion nous conduisent à d'autres 
propriétés importantes des courbes gauches et des faisceaux de plans 
du troisième ordre. Nous allons auparavant faire, quelques remarques 
sur les courbes gauches du troisième ordre déterminées par deux 
points S,S, et quatre cordes quelconques a,b,a„b^ (voir II, page 105). 

Nous établirons entre les quatre cordes un certain ordre de succes- 
sion de manieie quelles soient projetées dans la gerbe à partir de S,S^ 
et d'un point quelconque S^ de la courbe suivant un angle quadrarête 
et que chaque couple de coides ra,a,, et b,b^ donne un couple de faces 
opposées de cet angle quidiaiêle. Dans chacun de ces angles nous joi- 
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gnons par un plan les deux rayons suivant lesquels se coupent les deux 
faces opposées, et nous obtenons ainsi dans les gerbes S,Sj et S^ les 
plans c,3^ et c^. Ce sont des plans homologues des gerbes et, par consé- 
quent, ils sç coupent suivant une seule et même corde s. Si le point S, 
se meut sui- la courbe gauche, le plan «^ tourne autour de la corde s. 
Cette propriété sert de base à une construction extrèmemetit simple de 
la courbe gauche du troisième ordre. 

Soit une courbe gauche du troisième ordre donnée par deux points 
S,S, et deux couples de cordes a,a^ et h,\. Nous menons par S un 
premier rayon qui rencontre a et \ et un second rayon qui coupe b 
et h^ et nous joignons ces deux rayons par un plan a. Nous menons 
de même par S^ un plan Oj, passant par deux rayons issus de Sj et 
rencontrant: ie pj-emier aja, et le second h,b^, et nous déterminons 
la droite d'intersection s des plans a et u,. Tout plan u^ conduit par s 
coupe les cordes a, a, et b,b^ en deux couples de points A,A^ et B,B, ; 
les droites ÀA^ et BBj qui joignent ces points se coupent en un point S^ 
de la courbe gauche du troisième ordre. 

On reconnaît l'exactitude de cette construction en remarquant que la 
corde s et la courbe gauche cherchée du troisième ordre sont Tinter- 
gection des deux surfaces réglées qui joignent s avec «,«, et b,by 

Soit maintenant un hexagone inscrit dans la courbe gauclie /c"' du 
troisième ordre ; il est projeté d'un point quelconque S de la courbe 
suivant un angle sexarête inscrit dans le cône Sfe^ du second ordre. En 
ayant égard à ce qui précède, on déduit ainsi du théorème de Pitôcal 
que : 

Tout hexagone inscrit dans une courbe gauche du troisième ordre 
est projeté d'un point quelconque S de la courbe suivant un angle 
sexarête, dont les trois couples de faces opposées se coupent suivant 
trois droites menées dans un même plan s. Lorsque S se meut sur la 
courbe, le plan i tourne autour d'une corde fixe s. 

Cette corde s est complètement déterminée déjà par deux couples de 
côtés opposés a,a^ et b,b^ de l'hexagone ; les deux surfaces réglées qui 
unissent respectivement la courbe gauche aux couples de cordes a,n^ 
et i,ft, se coupent suivant la corde s. 

Pai'mi les autres théorèmes qui découlent du théorème de Pas(^al, 
nous ne ferons usage que de celui relatif au tringle inscrit (I, page 85) 
pour en déduire le théorème suivant sur les courbes gauches du troi- 
sième ordre : 
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Soit SABG un létraèdre inscrit à la courbe gauche k? du Iroisièine 
ordre et soient .S,,Aj,Bj,Cj les points oit les tangentes en S,A,B,G 
coupent respectivement les faces opposées ; les points Sj,ApB^,C^ déter- 
minent un second tétraèdre qui est en même temps inscrit et circonscrit 
au premier. Le plan A,B(G^, par exemple, passe par S; il lom-ne 
autour d'une corde impropre s, quand S se meut sur la courbe k' sans 
que les points A,B,G, changent déposition. 

En effet, le triangle ABC est projeté de S suivant un angle ti'iarète 
inscrit à !a surface conique Si" du second oi'dre et les tangentes aux 
points A,B,C sont elles-mêmes projetées suivant les plans tangents ie 
long des trois arêtes SA, SB, SC du cône. Les trois rayons SA,, SB,, SC^ 
suivant lesquels les faces de cet angle trièdre sont coupées pai- les 
plans tangents aux ai'êtes opposées doivent donc se trouver dans un 
même plan A^BjC,. Remplaçons S par un autre point S, de la courbe; 
au lieu de A^B^C, nous avons un autre plan A'^B'^C'^ ; ces deux plans se 
coupent suivant mie corde s, puisqu'ils se correspondent dans les gerbes 
coUinéaires qui projettent la courbe gauche du troisième ordre et son 
système de sécantes des points S et S,. La corde s est impropre; eu 
effet, le plan S A, B,li, n'a aucun rayon réel commun avec le cône HA:"' 
puisqu'il est séparé barmoniquemeut de chaque face de l'angle triarête 
S (ABC) par le rayon polaii-e de la face et les plans tangents des arêtes 



On peut faire une application tiés importante de ces thiiorèjucs au\ 
plans osculateurs d'une courbe gauche du troisième ordre. 

Désignons par aj>,e les tangentes AA,, BB^, CC^ aux points A,B,C et 
par P le point où la corde s est renconti-ée par le plan ABC .* Gomme on 
vient de le déniontrei', la droite d'interseclion des plans SBC et Sa doit 
être dans un même plan avec la corde s, quelle que soit la position du 
point S sui' la courbe. Le point S s'approchant indétiniment de A, le 
plan Su devient le plan osculateur du point A, SBC devient le pian ABC 
et la droite d'intereecfion de ces deux plans doit coïncider avec AP 
puisqu'elle doif couper constamment la droite s. On voit de même que 
les plans osculateurs des pomts G et G doivent passer pai- le point P ; 
donc : 

Lfs plans osculateurs de trois points quelconques A,B,C d'une 



1. La corde s ne peut être contenue dans le plan Ali 
enfcniier au plus que trois coides (AU, bC et CÂ). 
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courbe gauche du troisième ordre se coupent en un point P situé ilans 
le plan des points A,B,C; il passe par ce même point une sécante 
impropre de la courbe. 

On déduit immédiatement de là que : 

La courbe gauche du troisième ordre est de troisième classe, c'est- 
à-dire que, par aucun point P de Vespace, il ne passe plus de trois 
de ses plans oscillateurs et, par aucune droite, plus de deux de ces 
plans. 

Car si les plans osculateui's de quatre points A,B,G,D passaient par 
P, les points C,D devraient aussi être situés dans le plan ABP ; ce qui 
est impossible, puisque le pian ne peut avoir plus de trois points com- 
muns avec la courbe gauche du troisième ordre. 

Une deuxième conséquence immédiate du théorème précédeni con- 
stitue la première partie de la double proposition qui suit : 



Quatre points d'une courbe gau- 
che du troisième ordre constituent 
un tétraèdre, et leurs quatre plans 
osculateurs un autre tétraèdi-e ; 
chacun d'eux est à la fois inscrit 
et circonscrit à, l'autre. 



Quatre plans d'un faisceau de 
plans du troisième ordre consti- 
tuent un tétraèdre et leurs quati'e 
points de contact un autre tétraè- 
dre; chacun de ces tétraèdres est 
à la fois inscrit et circonscrit à 
l'autre. 



Ou peut, au moyen de ce théorème, construii-e le plan oseutateur en 
chaque point d'une coui'be gauche du troisième ordre, du moment qu'on 
connaît les plans osculateurs de trois points. On voit de plus que la 
situation relative de quatre points d'une courbe gauche du troisième 
ordi'e et de leurs quatre plans osculateurs est ia même que celle de 
quatre points de contact d'un faisceau de plans du troisième ordre et 
de leure quatre plans correspondants. Cette remarque nous conduit à 
la propriété fondamentale suivante des courbes gauches et faisceaux 
de pians du troisième ordre : 



fous les plans osculateurs d'une 
courbe gauche du troisième ordre 
¥' forment un faisceau de plans 
du troisième ordre. 



Tous les points de contact d'un 
faisceau de plans du troisième 
ordre forment une courbe gauche 
du troisième ordre. 



Soient a,^,",' les plans osculateurs des points A,B,G de la coui-be et ï 
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eur point d'intersection situé dans ABC . Lorsque le point G parcoui-t 
la courbe gauche k', le plan ABC décrit un faisceau de plans AB" per- 
spectif à /:'; en même temps, il coupe dans chacune de ses positions la 
di-oite ag en un point P, par lequel doit passer le plan osculatem- y du 
point G. Le faisceau de plans AB, décrit par ABC , est donc aussi perspectif 
à la ponctuelle a?> que le point agy ou P décrit dans le mouvement 
simultané du plan osculateur y. Remplaçons A et B par deux autres 
points fixes quelconques A, et H, de la courbe et remarquons que les 
deux faisceaux de plans AB et A,Bj, qui sont tous deux perspectifs à la 
courbe /l^ sont projectifs entre eux; nous voyons alors que : 

Les pians osculateurs d'une courbe gauche du troisième ordre rap- 
portent projectivsment entre elles toutes les ponctuelles suivant les 
lieux desquelles se coupent deux quelconques de ces plans osculateurs 

Choisissons trois quelconques de ces ponctuelles projectives, qui ne 
soient pas situées dans un même plan; elles engendrent tous les plans 
osculateurs, trois points homologues déterminant chacun de ces plans. 
D'autre part, nous savons déjà que les ti'ois ponctuelles engendrent un 
faisceau de plans du troisième ordre (II, page 106) ; il est donc démontré 
que les plans osculateurs d'une courbe gauche du troisième ordre con- 
stituent un faisceau de plans du troisième ordre. 

Ce théorème et un grand nombre des précédents font entrevoir une 
analogie remarquable entre les courbes gauches du troisième ordre et 
les coniques. Cette analogie ressort encore mieux de ce fait que toute 
courbe gauche du troisième ordi'e détermine un système focal, de même 
que toute conique détermine un système polaire plan. Ainsi : 

Une courbe gaîtcke du troisième ordre k* et le faisceau des plans 
qui Vosculent peuvent être regardés comme deux formes conjuguées 
d'un système focal, dans lequel chaque point est conjugué à son plan 
osculateur et chaque tangente conjuguée à elle-même. La courbe gau- 
che k' a reçu le nom de courbe double du système focal qu'elle déter- 
mine. 

Si ce théorème est exact, la proposition précédente se trouvera dé- 
montrée une seconde fois par son moyen. En effet, dans deux espaces 
réciproques, toute courbe gauche du troisième ordre a pour forme cor- 
respondante mi faisceau de plans du troisième ordre ; et pai' conséquent, 
dans le système focal, la courbe gauche du troisième oi'(h'e a pour con- 
jugué un faisceau de plans du troisième ordre. 
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On peut prouver comme il suit l'existence du système focal dont il 
\ient d'être question. Soient A,B,C,D,E,F six points quelconques de la 
courbe gauche /c* et a,3,y,3,£,7 Seurs plans oscuiateurs respectifs. Nous 
pouvons rfq)porter réciproquement l'un à l'autre deux systèmes S et S, 
de l'espace de telle manière qu'aux cinq points Â,B,C,D,E de ^ corres- 
pondent respectivement les cinq plans a,0,Y,ô,E. La ponctuelle «^ de Sj 
correspond alors au faisceau de plans Alï de i; et en est une section, 
parce que trois points de «P, à savoir afly, apS et ags sont situés dans 
les plans ABC , ÀBD, ABE du fïùsceau AB qui leur correspondent 
(II, page 115). Pour la même riûson, tout autre point de 2,, commmi 
à deux des plans a,p,Y,S,e est situé dans le plan qui lui correspond 
dans^. Deux systèmes réciproques de l'espace, 2 et :Si, forment un système 
focal tel que tout point de 2j soit situé sur le plan correspondant de 2, 
ou bien tous les points de S,, pour lesquels ceci a lieu, sont situés sur 
une surface du second oi'dre. Dans le cas actuel, cette dernière hypo- 
thèse ne peut se réaliser, parce que la surface du second ordre devrait 
avoir quatre droites communes avec chacun des cinq plans a,j3,Y,S,î, 
par exemple, elle aurait avec a les droites ag, a^, aS, «s communes, ce 
qui est impossible. En conséquence, les systèmes réciproques S et ^, 
constituent un système focal et tout point quelconque F de la courbe 
gauche fc' a pour conjugué un plan 9' qui pa^e par lui. Gomme F est 
situé dans le plan ABF, ç' doit passer par le pôle de ce plan, c'est-à- 
dire par le point d'intersection de la droite ap avec le plan ABF ; mais 
le plan osculateur ç du point F passe par ce même point et de même 
les droites *Y, aS, «î, etc., doivent avoir avec ç' les mêmes points 
connnuns qu'avec ? ; donc ç' doit coïncider avec f. Tout point F de ia 
courbe a donc pour conjugué son plan osculateur ? et, comme la tan- 
gente en F est située dans p, elle est conjuguée à elle-même et est une 
directrice du système focal. 

Deux gerbes collinéaires S et S,, qui engendi-ent la courbe gauche A' 
et son système de sécantes, ont pour conjugués dans le système focal 
deux systèmes collinéaires plans 5 et cr, qui engendrent le faisceau de 
plans du troisième oindre, qui oscule k^, et tous ses axes. Toute corde 
de la courbe a donc pour conjugué un axe du faisceau de plans et à 
toute sécante impropre correspond un axe impropre. Comme le point 
d'intersection de trois plans oscuiateurs réels de la courbe gauche est 
toujours situé sur une sécante impropre (II, page 113), on voit que : 
Un plan quelconque contient un axe propre ou un axe impropre 
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du faisceau de plans, suivant qu'il coupe la courbe gauche du troi- 
sième ordre en un seul point réel ou en trois points réels. 

Chaque tangente fait partie du système de cordes de la courbe et par 
suite aussi du système d'axes du faisceau de plans du troisième ordre, 
puisqu'elle est conjuguée à elle-même. En passant, on déduit de là 
que : 

Toutes les tangentes d'une courbe gauche du troisième ordre sont 
projetées d\in point quelconque S de la courbe suivant un faisceau 
de plans du second ordre et sont coupées par un plan osculateur quel- 
conque 5 suivant une ponctuelle du second ordre. 

La première partie de ce théorème a été démontrée précédemment 
(II, page 102) ; la seconde partie en est la conséquence. Comme la para- 
bole cubique a un plan osculateur à l'infiui, on voit en pailiculier que : 

Les tangentes et les plans osculateurs d'une parabole gauche sont 
parallèles aux rayons et aux plans tangents d'un cône du second 

La courbe gauche du troisième ordre et le fïùsceau de plans du troi- 
sième ordre qui i'oscule, étant des formes conjuguées l'une à l'autre 
dans le système focal, sont aussi projectifs. Une troisième forme quel- 
conque perspective à Tune d'elles doit donc être projective à l'autre. 

Une courbe gauche du troisième ordre est déterminée, quand ou 
connaît trois de ses points S, S,, A. et tes tangentes et les plans oscula- 
teurs en deux d'entre eus. Car la courbe est projetée de chacun de ces 
deux pointa suivant un cône du second ordre dont on peut immédiate- 
ment trouver trois rayons et les plans tangents le long de deux d'entre 
eux ; ces cônes sont donc connus et se coupent suivant la courbe gauche. 
Le théorème réciproque est le suivant : 

Un faisceau de plans du troisième ordre est déterminé par trois de 
SCS plans et les rayons et points de contact de deux d'entre eux. 

On énonce généralement ce théorème ainsi qu'il suit : 

Une courbe gauche du troisième oindre est déterminée par deux de 
ses points, leurs tangentes et leurs plans osculateurs et par un troi- 
sième plan osculateur. 

Nous allons énoncer sous une forme analogue les réciproques de quel- 
ques-uns des théorèmes démonti-és précédemment Nous les réunissons 
ensemble ainsi qu'il suit : 

Une courbe gauche du troisième ordre est déterminée en général 
quand on donne : 
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i° Six plans o&cidateurs ; 2° cinq plans oscillateurs et la tangente 
de Vun (Veux; 5" quatre plans osculateurs et les tangentes de deux 
d'entre eu^; i° trois plans oscillateurs et leurs tangentes; 5° deux 
plans osculateurs et quatre axes (II, page 106) ; 6° trois plans oscilla- 
teurs et trois axes ; 7° cinq plans osculateurs et un axe, etc. 

On peut, dans chacun des cas énoncés, construire facilement la courbe 
gauche ou plutôt le faisceau de plans du troisième ordre qui l'oscule. 
Soient donnés, par exemple, dans le cinquième cas, les plans oscula- 
teurs S et 2^ et les quatre axes a,h,c,d;- nous rapportons les deux 
systèmes plans 2 et Sj collinétùrement l'un à l'autre de manière que 
chacun des axes a,b,c,d contienne deux points homologues de S et Z^. 
Les deux systèmes collinéaires engendrent alors le faisceau de plans 
du ti'oisième ordre et son système d'ases. Les cas d'exception, où la 
construction est impossible ou bien oii la courbe se décompose, se 
reconnaissent d'eux-mêmes. 
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Points conjugués par rapport à une courbe gauche 
du troisième ordre. 



Nous ne pouvons pas abandonnei' la théorie des courbes gauches du 
troisième ordre, sans faire connaître une propriété essentielle dont elles 
jouissent et dont nous ferons un très fréquent usage dans la suite. 
Nous avons démontré qu'il existe une infinité de surfaces réglées ei de 
cônes du second ordre qui se coupent suivant la courbe gauche du troi- 
sième ordre ; nous savons en effet que la courbe peut être rémiie à deux 
quelconques de ses cordes au moyen d'une pareille surface réglée du 
second ordre. Nous ajoutons maintenant que : 

Les plans polaires d'un point quelconque A, par rapport à toutes les 
surfaces du second ordre menées par la courbe gauche P du h-oisième 
ordre, se coupent en un même point A^ situé sur la corde de la courbe 
qui passe par le point A. 

Si A est un point de la com'be, sa tangente a touche la courbe k" et 
paj" suite aussi toutes les sm'faces du second ordre menées par k^. Dans 
ce cas, tous les plans polaires du point A passent donc par la tangente a 
et un point quelconque Aj de cette dernière peut être regardé comme 
ie point d'intersection de ces plans polaires. Si A n'est pas silué sur fc', 
il passe par A une seule sécante s de la courbe. Supposons d'abord 
que ce soit une sécante propre, qui ait deux points M et N communs 
avec la courbe; le point A, de s, qui est harmoniquement séparé de A 
par M et N, doit se trouver dans tous ces plans polaires. La corde s peut 
aussi être tangente à la courbe k' en un point S ; elle est alors tangente 
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en S à toutes les surfaces du secojid ordre menées par k' et tous les 
plans polaires de A se coupent au point S, qui dans ce cas est identique 
avec A,. Nous n'avons donc plus à démontrer le théorème que pour le 
cas où la corde s est impropre. 

Soient F^ et Fj' deux surfaces du second ordre menées par là et sup- 
posons que F' soit un cône. Nous joignons le point A au sommet de ce 
cône par une droite g et nous cherchons les plans polaires de tous les 
points de g par rapport à F* et F,'. Nous obtenons alors un seul plan 
polaire Y par rapport à la surface F^ et un faisceau g^ de plans polaires 
par rapport à-T^; ce dernier est projectif à la ponctuelle g. 

Toutes les cordes, qu'on peut mener des points de la droite 3 à la 
courbe gauche du troisième ordre, forment un système réglé perspectif 
à g, qui sera coupé par le plan y suivant une ponctueûe du premier ou 
du second ordre projective k g et conséquemment à g^. Nous savons 
déjà que toute corde propre du système réglé a avec y un point com- 
mun, situé sur le plan qui lui correspond dans g^; cette ponctuelle 
doit donc être perspective au faisceau de plans 3,, parce qu'une 
infinité de ses points sont situés dans les plans qui leur correspondent. 
I-es plans polaires de A par rapport à toutes les surfaces du second 
ordre F,*, menées .par A% passent donc par le point A,, oii la corde AA, 
ou s est coupée par le plan g. 

Le système de cordes perspectif à ;; est en général coupe par le 
plan j suivant une courbe du second ordi'e qui passe par le centre de 
la surface conique F^ C'est seulement dans le cas où g est situé dans 
le plan osculateur de ce centre, et oii par suite ia tangente en ce point 
appartient au système de cordes, que cette courbe du second ordre se 
décompose en deux droites, qui sont cette tangente et une directrice g' 
du système de cordes , en eftet 1 étant le plan polfûre de g par rapport 
au cône F', ■( doit contenu les 1 ayons de contact des deux plans tan- 
gents menés par ^ a F' et l'mi de ces rayons est la tangente de la 
courbe gauche du troisième otdie. 

Pour abréger, nous dirons que deux points sont conjugués par rap- 
port à la courbe gauche k" du troisième ordre, quand ils sont, comme 
A et .\^, conjugués par rapport à toutes urface du second ordre passant 
par k^. Nous dirons de même que deux plans sont conjugués par rap- 
port à un faisceau de plans du troisième ordre, quand ils sont conjugués 
par rapport à toute surface réglée ou autre du second ordre inscrite 
dans le faisceau de plans, II résulte alors de notre démonstration fjne : 
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Toute droite, qui joint deux- 
points A et k^ conjugués par rap- 
port à une courbe gauclie k^ du 
troisième ordre, est une corde de 
Ir. Si la corde AA, coupe la courbe 
en deux points réels M et i\, les 
points A et A, sont harmonique- 
ment sépai'fts par ces points M 
et N, Si AA, est tangente à la 
courbe, l'un des points A et Aj 
coïncide avec le point de contact. 
Un point de la courbe gauche est 
conjugué à chacun des points de 
sa tangente et par suite aussi il est 
conjugué à lui-même. Les points 
d'une corde sont accouplés involu- 
tivement ; quand on fait correspon- 
dre deux à deux les points conju- 
gués situés sur cette corde. 



GEOMETRIE DE POSVnON. 



La droite d'intersection de deux 
plans a et a,, conjugués par rap- 
port à un faisceau de plans du 
troisième ordre, est un axe du 
faisceau. S'il passe [lar aa^ deux 
plans réels y. et v du faisceau de 
plans, les plans a et a^ sont harmo- 
niquement séparés par [j, et v. Si 
aa, est un rayon de contact du 
faisceau, l'un des plans a et a^ 
coïncide avec le plan du faisceau 
qui passe paroa,. Un plan du fais- 
ceau est conjugué à tout plan qui 
passe par son rayon de contact, et 
par suite aussi il est conjugué à 
lui-même. Les plans passant par 
un axe sont accouplés mvolutive- 
ment, quand on fait correspondre 
deux à deux les plans conjugués 
qui passent par œt ase. 



Si une droite g coupe la courbe gauche du troisième ordre en un 
seul point P, tous les points qui sont conjugués aux points de g sont 
en général situés sur une courbe du second ordre passant par P, et le 
point P lui-même a pour conjugués tous les points de sa tangente p. 
Il résulte de là que les polaires de la droite g, par rapport à toutes 
les surfaces du second ordre qui contiennent la courbe gauche, doivent 
couper la courbe du second ordre et aussi la tangente p ; ces polaires 
forment donc un système de rayons de premier ordre et de seconde 
classe. 

Si la droite g est située dans le plan osculateur du point P, ses 
points sont conjugués à ceux d'une autre droite g' qui coupe la courbe 
gauche en un point P'. La droite g* est située dans le plan osculateur 
de P' et coupe la tangente du point P ; de même, g coupe aussi la tan- 
gente de F. Les polaires de g par rapport à toutes les surfaces du 
second ordre qui passent par la courbe çiaache forment un système 
de rayons de premier ordre et de première flnsxe. dont Ifi axes 
sont g' et la tangente du point P, 
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Les points milieux de toci-tes les cordes d'une courbe gauche du troi- 
sième ordre, qui sont parallèles à uii plan asymptotique, sont situés 
sur une droite qui coupe la courbe gauche; en effet, ils sont conjugués 
aux points à l'infuii du plan asymptotique. 

Soit l une di-oite absolument quelconque et soient li,!^,!^ ses polaires 
pai- rapport à trois surfaces du second ordre menées par la courbe 
gauche. Les polîùres de tous les pointa de / forment alors trois fais- 
ceaux de plans /n/j,/,, projectifs à la ponctuelle l et par suite projectifa 
entre eux, et qui par conséquent engendrent en général une courbe 
gauche du troisième ordre. Les droites l^,l,il,, sont des cordes de cette 
nouvelle courbe gauche du troisième ordre et chacun de ses points 
est conjugué à un point de /. Donc : 

Les points conjugués des points d'une droite quelconque I, par rap- 
port à une courbe gauche k' du troisième ordre, sont en général situés 
sur une deuxième courbe gauche du troisième ordre, et toutes les 
polaires de 1, par rapport aux surfaces du second ordre qui passent 
par^*, appartiennent au système de cordes de cette seconde courbe. 

C'est seulement quand l est une corde de la courbe gauche A", ou 
quand elle a avec A:' un point commun, que ce théorème comporte des 
cas d'exception traités dans les propositions qui précèdent. 

Si l'on considère la courbe gauche k^ comme une courbe double 
d'un système focal, si par suite elle est conjuguée au faisceau de 
plans K' du troisième ordre qui l'oscule, les points qui sont conjugués 
deux à deux par rapport à la courbe k^ ont pour conjugués dans le 
faisceau R* deux plans conjugués l'un à l'autre. On peut, d'après cela, 
trouver facilement les théorèmes réciproques de ceux qui précèdent. 
Nous ne mentionnons que la proposition qui suit : 

Étant donnée une droite g, qui coupe la courbe gauche k' en un 
point P et qui est située dans le plan osculafeur de ce point, on peut 
construire une droite g', qui soif également coupée par k* en un 
point P', qui soit située dans le plan osculateur de P' et qui soit telle 
que iio)( seulement chaque point de g ail pour ivnjugtiÉ par rapport 
à k' un point de g', mais qtie tout plan passant par g* soit conjugué 
par rapport à K' à wn plan passant par g. 

La première partie de cette proposition a été démontrée précédem- 
ment; la deuxième s'en déduit si l'on remarque que g et g' sont con- 
juguées à elles-mêmes dans le système focal. 

Les points d'un plan -,- ont pour conjugués par rapport à 'la courbe 
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gauche k" les points d'une surface courbe r*. Cette surface a en com- 
mun avec une droite l qui n'est pas située entièrement sur elle, trois 
points au plus; elle est donc du troisième ordi'e. En effet, les points 
de l ont pour conjugués ceux d'une courbe gauche du troisième ordre, 
(]ui a au plus trois points communs avec le plan y et qui ne se décom- 
pose en une droite et en une conique que dans des cas particuliers. La 
surface P passe par la courbe gauche fe', parce que y contient un point 
de chacune des tangentes de cette courbe; elle passe en outre par toutes 
les courbes gauches du troisième ordre conjuguées aux droites du 
plan v. Soit A un point commun à y et à la courbe fe^, T' passe par 
la tangente de A ; toute droite de y, passant par A, a pour conjuguée 
une courbe du second ordre située sur la surface r'; cette dernière 
peut donc aussi être décrite par une courbe variable du second ordre. 
Le plan osculateur du point A est coupé par y suivant une droite qui a 
pour conjuguée une droite située sur T'. Cette surface passe aussi par 
toute corde de la courbe k' qui est contenue dans y. 

Si, par exemple, un plan 7 a les trois points A,B,G communs avec 
la courbe gauche k", il coupe la surface P suivant les trois cordes 
AB, BG.etCA; !'■■ doit aussi contenir les tangentes des points A,B,C. 
Si Ton désigne par P le point de y 0(1 se coupent les plans osculateuis 
des trois points A,B,C, la surface du troisième ordre P passe par les 
trois droites dont les points sont conjugués à ceux de M, PB et PG. 
Ces trois droites doivent se couper au point conjugué à P et être situées 
dans le plan conjugué à 7. Si le plan y est osculateur à la courbe 
gauche k^ en un point A, la surface P est réglée et peut être décrite par 
une droite. Si v passe à l'infini, on a ce théorème : Lea points milieux 
de toutes les cordes d'une courbe gauche du troisième ordre sont 
situés sur une surface du troisième ordre. 

Nous allons terminer cette leçon en démontrant ce théorème impor- 
tant ; 

Une courbe gauche k' dît troisième ordre peut être réunie à une 
corde quelconque s par une infinité de surfaces réglées du second 
ordre ; par tout point P extérieur à ii.* et s il ne passe qu'une seule 
de ces surfaces dont Vensemble peut s'appeler un fïdsceau de surfaces. 
Les plans polaires d'un point quelconque A, par rapport à toutes les 
surfaces du faisceau, se coupent suivant une même droite. 

Par I3 point P passe une corde p de la courbe ft', et p détermine 
avec la corde s une surface réglée ou un cône du second ordre {II, 
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page 100) passant par k', qui l'ait partie du faisceau de surfaces et 
contient le point P. 

Pour déinontrei' la dernière partie du théorème, nous distinguerons 
Irais cas. Nous feupposeions d abord A situé sur la courbe gauche /i'; 
les plans polaiiesde te point pai rapport à toutes les surfaces du second 
oi-dre menées pai / se coupent alors suivant la tangente de A. Si de 
plus le point A e'.t situé sui la corde s par laquelle passent toutes les 
surfaces du faisceau, ses plans polaires sont tangents en A aux surfaces 
correspondantes des faisceaux et par conséquent doivent tous passer 
pars. Si enfin le point A n est situé, ni sur la courbe k', ni sur la corde s, 
tous ses plans polaires doivent d'abord passer par le point A, qui lui 
est conjugué. Nous pouvons immédiatement construire un deuxième 
point A, commun aux plans polaires de A dans le pian As, pourvu que 
ce plan ne passe pas par la corde AAj, et qu'il ne soit pas tangent à la 
raurbe gauche k^ en un point de s et ne la coupe pas en un autre 
point. En effet, le plan As coupe alors la courbe en un point M, exté- 
rieur aux cordes AA, et s, et A^ est le point de la droite AM qui est har- 
moniqueraent séparé de A par M et .s, et qui par suite est conjugué au 
point A par rapport à toutes les surfaces du faisceau. 

Les plans polaires de A doivent donc passer par la droite AjA^ et le 
théorème est démontré pour tout point A, dont la corde AA, ne ren- 
contre pas s en un point de la courbe et n'est pas contenue dans un 
plan tangent à la courbe k' mené par s. 

Suivant que s sera une sécante impropre ou propre, nous n'aurons 
donc plus de démonstration à donner pour aucun point, ou bien nous 
devrons prouver le théorème pour les points situés sur les deux cônes 
du faisceau ou sur les deux pians tangents à k' menés par s. 

Supposons maintenant A situé sur l'une de ces deux surfaces ou de 
ces plans tangents; soit g une droite quelconque passant par A et 
soient de plus F„F„Fj trois surfaces quelconques du faisceau. Les 
plans polaires de tous les points de g par rapport aux surfaces F,,F,,Fj 
forment trois faisceaux de plans (;,,Ji,3s ja-ojectifs à la ponctuelle g et 
conséquemment projectifs entre eux. Il y a une infinité de points de 
la droite g pour lesquels on a démontré le théorème, à savoir que leurs 
plans polaires par rapport au faisceau se coupent suivant une seule et 
même di'Oite; donc les faisceaux de plans g^,g, et g^ doivent engendrei' 
line seule et même forme de rayons du premier ou du second ordre ; 
c'est en général un système réglé, auquel les faisceaux de plans sont 
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perspectifs; il s'ensuit que les plans polaires du point A doivent se 
couper suivant une seule et même droite. On voit en même temps 
que : 

Si un point se meut sur nne droite g, la droite suivant laquelle se 
coupent ses plans polaires par rapport aux surfaces du faisceau 
décrit en général un système réglé; les polaires de la droite g sont If s 
directrices de ce système réglé. 

Le faisceau de surfaces est coupé par un plan quelconque suivant 
un faisceau de courbes du second ordre. Ce dernier a les propriétés 
suivantes, qui résultent de ce qu'on vient de démontrer. 

Par chaque point du plan passe une conique du faisceau. Les po- 
laires d'un point quelconque, par rapport à toutes les coniques du 
faisceau, passent par un seul et même point. Si deux coniques quel- 
conques du faisceau se coupent ou sont tangentes en un point, toutes 
les coniques du faisceau doivent se couper ou être tangentes en ce 
même point; car le point est situé sur toutes ses polaires et, dans le 
dernier cas, ces dernières se confondent avec la tangente commune 
aux courbes. 

Un point quelconque P du plan a donc pour conjugué par rapport à 
toutes les coniques du ftûsceau un point Pj par lequel passent les po- 
ivres de P. Les polaires de tous les points d'une droite g par rapport 
à deux de ces coniques forment deux faisceaux de rayons projectifs 
à g; ces derniers engendrent une conique qui passe par les centres des 
faisceaux, c'est-à-dire par les pôles de g. Donc : 

Les points d'une droite g ont pour conjugués par rapport au fais- 
ceau de coniques les points d'une conique projective à g, qui passe par 
les pôles de g par rapport aux coniques du faisceau. 

La correspondance géométrique du second degré nous fera décou- 
vrir d'autres propriétés des faisceaux de coniques. 
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Projectivitè d'un système de rayon» du premier ordre et d'un 
système plan. — Surfaces réglées du quatrième ordre engen- 
drées par deux faisceaux projectifs de plans du second ordre. 



Difl'érents théorèmes de la onzième et de la douzième leçon, que nous 
allons prendre comme point de départ pour des recherches ultérieures, 
peuvent être réunis dans l'énoncé suivant : 

Deux gerbes collinéaires S, S', qui ne sont ni perspectives ni con- 
centriques, engendrent un système de rayons du premier ordre el, de 
plus, une courbe k' du troisième oi'dre qui passe par tous les points 
d'intersection des rayons homologues des gerbes. Cette courbe^} con- 
tient tous les points singuliers du système de rayons, et chaque rayon 
de ce tystune est une lorde (ow une tangente) de k'. Le système de 
7 ayons est de la lioisihiie, de la seconde ou de la première classe, 
suivant que la ligne k est une courbe gauche du troisième ordre, 
qu elle se décompose en une conique et une droite ou qu'elle se réduit 
à hh et à deux auties droites u, v. Dans ce dernier cas, n et v 
peuvent Ht e imaginait es conjuguées ou coïncider. La ligne k' passe 
pai les lentres des gerbes collinéaires S, S' et elle en est projetée par 
des conts du second ordre qui, dans le second et le troisième des cas 
pi ec^te'i peuient ausbt se décomposer en deux plans. 

Nous laissons au lecteur le soin de trouver les réciproques de ces 
théorèmes dont nous ferons également usage. 

Rapportons maintenant réciproquement les gerbes S, S' à un sys- 
tème plan 2^ ; le système de rayons du premier ordre se trouve de la 
sorte rapporté projectivemenl à S,. En effet, à tout point de 2, cor- 
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respondeiit dans les gerbes collinéaires deux plans homologues et 
leur droite d'intersection, qui fait partie du système de rayons, et toute 
ponctuelle rectiligne de Z^ a poui- correspondante une sui'face conique 
ou réglée du second ordre engendrée par deux faisceaux homologues 
de plans de S et S'. 

\u système de rayons formé ()ar les cordes de la ligne le corres- 
pondent ainsi les points du plan X, ; et en particulier, tes points et !es 
tangentes de k' ont pour con-espondants les points et tangentes d'uiie 
conique x,', projective à k^ ; cette courbe de seconde classe se réduit à 
deux points, quand A:' se décompose en une conique et une droite ou en 
trois droites. Une ponctuelle rectiligne de 2, a pour correspondante 
dans le système de rayons une surface conique ou une surface réglée 
suivant que cette droite est ou n'est pas tangente à la conique x,^. Un 
point quelconque de 1., aura donc pour élément coiTespondant nue 
coi-de propre ou impropre de k', suivant qu'il sera à l'extérieur ou à 
l'intérieur dexi*. 

Aux rayons du système, qui coupent une droite g n'appartenant pas 
à ce système, correspondent dans S, les points d'une conique y,^ pro- 
jective à j. En effet, projetons de S la ponctuelle g par un faisceau de 
rayons, ce dernier aura pour correspondant dans la gerbe S' un faisceau 
de rayons projectif à 3, qui engendre avec g un faisceau de plans du 
second ordre (ou exceptionnellement du premier ordre) ; tout plan de 
ce faisceau, auquel correspond dans 2, la conique y^^, a, en commun 
avec le plan homologue de la gerbe S un rayon du système qui ren- 
contre la droite g. 

La conique y,* se décompose en une tangente à v.^^ et en une ponc- 
tuelle rectiligne projective à g quand, par exception, deux rayons ho- 
mologues des gerbes S et S' se coupent en un point de g, quand par 
conséquent y a un point U commun avec k^. Comme on peut, en géné- 
ral, mener par la droite g une infinité de plans contenant chacun trois 
cordes de k^, on peut aussi, en général, inscrire dans la conique -fi 
une infinité de ti'iangles ch'conscrits à la conique 7.^^. 

A une courbe quelconque du second ordre f,' de 2, correspond 
dans le système de rayons du premier ordre une surface réglée F', et 
chaque point de o,* a pour correspondant une génératrice rectiligne 
de F'. Gomme f^ a au plus quatre points communs avec y/i il y a au 
plus quatre rayons de F' qui coupent la droite arbitraire r/ ; la sur- 
face F' est donc du quatrième ordre. Elle passe, en générai, deux foi^ 
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par les points de la ligne k', parce que o,' a, en général, deux points 
communs avec chacune des tangentes de /.,' ; elle est engendrée par 
deux faisceaux projectifs de plans du second ordre qui correspondent à 
la courbe f^ dans les gerbes coîiinéaires S et S'. Gomme ces deux fais- 
ceaux projectifs de plans déterminent complètement la collinéation des 
gerbes, on voit que : 

Deux faisceaux projectifs et non concentriques de plans du second 
ordre engendrent, en général, une surface réglée du quatrième ordre, 
qui a une ligne double k' du troisième ordre; les rayons de la surface 
sont des cordes de k' et sont projetés de deux points quelconques de 
cette ligne par des faisceaux projectifs de plans du second ordre. 

La dernière partie de ce théorème n'est sujette à quelques exceptions 
bien faciles à établir que dans le cas où k' se décompose en une conique 
et luie droite, ou en trois droites. En effet, dans le premier cas, les 
rayons de la surface r^lée du quatrième ordre sont projetés de deux 
points quelconques de la conique et, dans le second cas, de deux points 
quelconques de la droite SS' qui fait partie de ft" et sur laquelle sont 
situés !ea sommets des faisceaux générateurs de plans, suivant des fais- 
ceaux projectifs de plans du second ordre. Dans le dernier cas, SS' est 
un rayon double de la surface. 

Faisons coïncider la conique f^avec a^ ou avec l'une des coniques^,', 
nous voyons que : 

Les tangentes de la courbe gauche k* du troisième ordre sont situées 
sur une surface (développable) du quatrième m-dre. Les cordes de la 
courbe gauche k', qui coupent une droite arbitraire g, sont également 
situées sur une surface réglée du quatrième ordre. 

Cette dernière surface a, en général, trois cordes communes avec un 
plan mené par g et elle est tangente à ce plan aux points d'intersection 
de g et des trois cordes. Les pians du faisceau g sont donc des plans 
tangents triples de cette surface- 
La surface plus générale F' peut aussi être décrite au moyen d'une 
ligne du troisième ordre A:'* et d'une surface conique du second ordre 
dont le sommet est situé sur k'. Kn effet, toutes les cordes de k^, qui 
sont tangentes à cette surface conique, sont situées sur une surface F* du 
quatrième ordre, parce qu'elles sont projetées du sommet du cône sui- 
vant un faisceau de plans du second ordre. Par un pomt quelconque P 
de k^ passent deux droites de la surface F* qui sont réelles ou imagi- 
naires, selon que P est situé à l'extérieur ou à l'intérieur de la sur- 
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face conique. Les deux droites de F*, issues de P, coïncident lorsque P 
est situé sur ta surface conique du second ordre ; dans ce cas, P est 
un point de rebroussement de la surface F', et cette dernière est 
tangente à un plan unique tout le long de la génératrice singulière qui 
passe par P. En générai, la surface réglée F' a tout au plus quatre 
points de rebroussement et quatre génératrices singulières ; et aux 
points de rebroussement correspondent les tangentes communes aux 
coniques r.^ et ç,'. C'est seulement dans le cas où ç,' et y.,' se con- 
fondent et où, par suite, F' est la surface formée par les tangentes 
de k couibe gauche du troisième oidre ft* que tous les ponits de cette 
couibe feont des points de lebioussement de r Lu genéial F toutient 
au plus quatie tangentes de / (ps dernieies ont poui (tiiespondinti 
les points ^mmuns à ç, et /, 

In plan joi^ant deu\ layons de U surlace F' qui se lemontient 
coupe en outie celte demieie suivant une coutbe du second ordie o 
piojecti\p à ç,' Lu effet les deux faisieaux ptojeitifs de plans du 
second ordre qui engendrent la suifacp F' sont coupés pai le pian en 
question suivant deu\ faisœaux de l'ajons du second oidrepiojettifs 
1 lf^ et comme cei fiisceau\ ont deux rayons conespondints com 
muns ds engendient une conique ip qui leur est piojective (I p 142) 
Loisque F' est foi niée pu toutes les coi des de h ligne k qui coupent 
une droite g, ç' se décompose en la droite g et en une corde de le' ; 
dans tous les autres cas, la surface F' peut être engendrée, non seule- 
ment par des faisceaux de plans projeetifs, mîùs encore, en suivant la 
marche réciproque, elle peut être engendrée par des courbes projec- 
tives ffl^ du second ordre. Les plans de toutes les courbes du second 
ordre situées sur F', forment un faisceau de plans K' du troisième 
ordre et sont des plans tangents doubles de la surface F*. 

On obtient trois variétés principales de la surface réglée F' du qua- 
trième oi'dre, suivant que la ligne A', formée par ses points doubles, 
est une courbe irréductible du troisième ordre, qu'elle se décompose 
en une conique et une droite, ou bien en trois droites. 

Dans le premier cas, comme nous le verrons, le faisceau fonné par 
les plans tangents doubles est un faisceau de plans irréductible dutroi- 
sième ordre ; dans le second et le troisième cas, il se décompose res- 
pectivement en un faisceau de plans du premier ordre et un du second, 
ou en trois faisceaux de plans du premier ordre. Nous allons étudier 
chacune de ces variétés en particulier. 
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Lorsque la ligne le' se décompose en trois droites SS', u, r, dont les 
deux dernières peuvent aussi être imaginaires ou coïncidentes, les 
rayons de la surface F* sont projetés des points delà droite SS' par 
des faisceaux de plans du second ordre, et ils sont coupés par des plans 
passant pai- SS', suivant des courbes du second- ordre. Tous ces fais- 
ceaux de plans et ces courbes sont projeclifs entre eux (II, page 89) et 
à ia conique <^^ . Quand une droite se meut en glissant sur deux droites 
w, ti, qui ne se coupent pas et en rencontrant une conique ?', ou en 
restant tangente à une surface conique quelconque du second ordre, 
elle décrit cette vaiîété de surfaces du quatrième ordre. Les di-oites u 
et i>, comme le montre aisément ce mode de génération, sont des 
droites doubles de la surface F'. La droite SS', qui est sittiée dans le 
plan de la conique ç' et coupe u et u, est un rayon double propre ou 
isolé, ou bien un rayon de rebrousseraent de F*, suivant qu'elle a avec ^ * 
deux points communs ré?is ou îmaginiùres, ou bien qu'elle est tan- 
gente à if. Les plans doublement tangents à cette surface F' fonnent 
trois faisceaux de plans dont les axes sont ^', u et v. Les plans du 
faisceau SS' coupent la surface suivant deux génératrices réelles ou 
imaginaires, La surface F' est réciproque à elle-même et elle est sa pro- 
pre conjuguée dans une infinité de systèmes focaux, parce que ses rayons 
appartiennent à un système de rayons de premier ordre et de première 
classe et font, en conséquence, partie d'une infinité de complexes 
linéaires de rayons. 

En second lieu, si la ligne k'' se décompose en une droite v et une 
courbe k^ du second ordre, qui a un point commun avec v, (II, p. 97), 
les rayons de F' font partie d'un système de rayons du premiei' ordre 
et de seconde classe,' et ils sont projetés des points de k^ suivant des 
faisceaux projectifs de plans du second ordre. Quand une droite se 
meut en rencontrant constamment mie droite ret une conique ft' qui se 
coupent et en restant toujoure tangente à une surface conique du 
second ordre, dont le sommet est situé sur /;^ elle décrit la seconde 
variété de surfaces du quatrième ordre. Un point de A' est un point 
double propre ou isolé de la surface F', suivant qu'il est situé à l'ex- 
térieur ou à l'intérieur de la surface conique. 

Tout plan du faisceau v est doublement tangent à la surface F' ; il la 
coupe suivant v et suivant deux rayons réels ou imaginaires qui ont en 
commun avec v les deux points de contact. Nous obtenons, d'autres 
plans doublement tangents en réunissaiit par un plan deux rayons 

(iÉOllÉTltm DE l'USITIO.'i, — 11. 'J 
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le F pas iiit pai un mè ue point de i i^-i phi s upeut eu uutre h 
urfdce F sunaot det> cd iibes pDjectivei du second oïd e par 
Icbquellcs en peut engeudiPi F et ilt> foiment un taiscew de plins du 
-^econi oidre Us ne pemtnt eu eflet foim^i deux faisceaux de 
plans du ptemiei o die cai s il en était -unsi la surtice appartien- 
drait a la variété que nous a\oii& considéi ée précédemment Lefdisceau 
de phiis k du tioisième ordre qui lenfpime les plans doublement 
tangents de cette surface F ip décompose ainsi ilan le faisceau de 
plans t) et dan^ un fa s eau de phns du se^iid oïdie qui a nu plan 
commun avec v. Cette variété de surface r^lée du quatrième ordre 
est encore réciproque à elle-même ; m£Ûs il n'existe pas de système 
focal dans lequel ses rayons soient à eux-mêmes leui-s conjugués. 

La surface F* pouvant aussi, en général, être engendrée au moyeu 
de courbes projectives du second ordre, il découle de ce qui précède 
que ses plans doublement tangents ne peuvent appai-tenir à trois fais- 
ceaux de plans du premier ordre, ou à deux faisceaux de plans, l'un 
du premier et l'autre du second ordre, que si la ligne double k' se 
décompose en trois droites, ou en une droite et une conique. 

Si donc les points doubles de la surface F* sont situés sur une 
courbe gauche irréductible du troisième ordre k^, les plans doublement 
tangents forment un faisceau de plans K% irréductible et du troisième 
ordre. 

11 n'y a d'exception que pour la surface particulière qui contient 
toutes les cordes de k^ rencontrant une droite g; cette surface est réci- 
proque à celle qui passe par tous les axes d'un fjùsceau irréductible de 
plans du troisième ordre qui coupent une même droite et pour laquelle 
les points de cette droite sont des points triples. En faisant abstraction 
de ce cas particulier, nous avons alors le théorème suivant ', 

La surface réglée F* du quatrième ordre, sur laquelle les pointu 
doubles forment une courbe irréductible du troisième ordre k', est 
réciproque à elle-même et se compose de tous les raisons d'un com- 
plexe linéaire de rayons qui sont des cordes de k*. 

Nous démontrons ce tiiéocème dans l'hypothèse où il y a sur k' des 
points doubles propres de F' oti se coupent deux rayons réels de la 



1. Ce théorème est dû à CUbsrh fïtath. krni. t llj; la démonstration syutJiétique qui 
suit 3 êié donnée par M. ïitchai-a Krause (Ober ein apccielles Getiûsch von Flachcn II 
OruDung, Thèse, Strasbourg, 1870). 
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surface. Soiejit A et R deux de ces points doubles, a,a' et h,b' les cou- 
ples de rayons de F' qui passent par eux et a et ^ leurs plans. Les 
rayons de la surface F' sont alors projetés des points A et B par deux 
faisceaux de pla:ns du second ordre et ils sont coupés par les pians a et ^ 
suivant deux coniques, qui sont rapportées projectivement l'une à l'au- 
tre pai' ces rayons. Ces formes élémentaires projectives du second 
ordre établissent une réciprocité entre les gerbes A,B, que nous consi- 
dérons comme faisant partie d'un espace 2, et les systèmes plans «,3 que 
nous supposerons appartenir à un autre espace 1^ ; et en outre Aa avec 
a et B avec 5 un faisceau de rayons commun, parce que tout rayon de 
la gerbe A, situé dans « et qui coupe deux droites p,q de F' différente 
de a et a' coïncide avec le rayon correspondant de a qui doit couper 
ces mêmes droites p et q. Le rayon A8 comuiun aux deux gerbes a pour 
con-espondant la droite «3 commune aux deux systèmes plans ; en effet, 
les plans A6 et kb' de A ou Ba et Ba' de B qui passent par AB oiitres- 
pectivement pour correspondants les points cdi et ab de a et ga et p«' 
de P qui sont situés sur «3. Les gerbes A et B de 2 sont rapportées 
réciproquement aux systèmes a et p de 2, par le moyen de la surface F* 
de telle manière qu'elles aient cbacune avec ces systèmes plans un fais- 
ceau de rayons correspondants commun et que tout plan commun à 
A et B fût pour correspondant un point commun à a et p situé sur lui- 
même. Les deux espaces 2 et Sj sont ainsi rapportés réciproquement 
l'un à l'autre de telle manière qu'ils ont comme éléments correspondants 
communs non seulement ces deux faisceaux de rayons, mais aussi tous 
les rayons de F*. Ces deux espaces considérés ensemble forment donc 
un système focal (voir II, pages 76-77) aux directrices duquel appartiens 
nent les droites de F' ; tout point double de F* a pour conjugué dans 
ce système focal un plan doublement tangent de F*. La surface F' est 
aussi formée des directrices du système focal qui sont dts axes du fais- 
ceau de plans du troisième ordre constitué par les plana doublement 
tangents. 
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Correspondance géométrique de second degré. 



Quand un système plan S est rapporté récipi'oquenient d'une double 
manière à un autre système plan et quand par suite il est rapporté 
coUinéaJi-ement à lui-même, à tout point P, de J.^ coiTespondent deux 
droites homologues p et p' de 2 et par suite aussi leur point d'inter- 
section P ; réciproquement, au point P de S correspondent deux 
droites dansSj et leur point d'intersection P,. Lorsque le point P, se 
déplace sur une droite, le point P qui lui correspond ne décrit pas en 
général une droite, mais une courbe du second ordre ; en effet, les rayons 
homologues p et p' forment deux faisceaux projectifs de rayons, et ces 
dernière, quand ils ne sont pas perspectifs, engendrent la courbe du 
second ordre décrite pai' P. Dans l'hypothèse que la collinéation du 
système 2 avec lui-même (collinéation qui résulte de la double récipro- 
cité) n'est pas une relation de perspectivité, nous avons ce théorème : 

La double réciprocité de S et de 2^ donne naissance entre ces sys- 
tèmes à une REIATION QUADRATICUE ou à UKE CORBESrOKDAKCB GÉOMÉTRIQUE DU 

SECOND [IEGHÉ tcUe qu'en général un point de l'un des systèmes a pour 
correspondant un point de l'autre système et qu'à une ponctuelle du 
premier ordre dans l'un correspond une ponctuelle projective du 
second ordre dans l'autre.La correspondance quadratique de 2 et I,^ est 
réciproque oupermutable, c'est-à-dire qu'elle subsiste, quel que soit celui 
des systèmes que l'on considère en premier lieu. 

Cette correspondance quadratique a poui' corrélative une autre corres- 
pondance dans laquelle chaque rayon ilc 2, a pour correspondant uu 
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rayon de S, mais où chaque faisceau quelconque de rayons du premiev 
ordre a pour correspondant un faisceau de rayons du second ordre. En 
remplaçant l'un des deux systèmes plans par un système qui lui soit 
réciproque, on obtient encore entre les systèmes plans une troisième 
espèce de correspondance dans laquelle un point a pour correspondant 
un rayon et une ponctuelle du premier ordre dans le premier système, 
un faisceau de rayons du second ordie dans le deuxième. Nous allons 
étudier de plus près la correspondance quadratique dont nous avons 
parlé en premier lieu ; nous ne nous occuperons pas davantage ici des 
correspondances analogues qu'on peut établir entre les gerbes de 
rayons. 

2 étant rapporté réciproquement à I, d'une double manière, de telle 
sorte qu'à tout point ou tout rayon de 2, correspondent respective- 
ment deux rayons ou deux points de S, nous obtenons sur 2 deux 
systèmes plans coUinéaires. Projetons ces deux systèmes collinéaires 
de deux points tels que la droite qui les joint ne passe pas par un point 
se correspondant à lui-même et ne coupe pas une droite qui se corres- 
ponde à elle-même, nous obtenons deux gerbes collinéaires, réciproques 
à 2,, qui engendrent le système de cordes d'une courbe gauche P du 
troisième ordre. Mais ce système de cordes est rapporté projectivement 
à 2|, par le moyen des deux gerbes (II, page 125) et l'autre système 
plan S en est une section. L'étude de la correspondance quadratique entre 
2 et 2, se trouve de la sorte ramenée à un problème qui a la connexion 
la plus intime avec une de nos précédentes recherches. 

A tout point de 2, coiTespcnd une corde de k^ et son point d'inter- 
section sur 2 ; à toute droite a, de 2 correspond dans le système de 
cordes une surface du second ordre, passant par la courbe gaiiclie A', 
et par suite dans 2 une conique qui contient tous les points communs 
à 2 et t" ; si la droite a, de 2^ pivote autoui' de l'un de ses points, la 
surface correspondante du second ordre décrit dans le système de cor- 
des un faisceau de surfaces et la conique correspondante décrit dans 2 
un fîùsceau de coniques (II, page 124). Nous pouvons immédiatement 
déduire de la correspondance quadratique quelques-unes des propriétés 
principales d'un pareil faisceau de courbes du second ordre. 

Soit Aj le centre d'un faisceau de rayons situé dans 2^ et A le point 
correspondant de 2 par lequel passent toutes les courbes du faisceau 
correspondant de coniques, soit de plus g une ponctuelle quelconque 
du premier ordre de 2 à laquelle coiTespond dans 2^ une conique v,' 
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projective à g. Si ladroite g ne passe pas par A, y/ ne passe pas par A,; 
dans ce cas, les points de ia conique y,' sont alors accouplés involuti- 
vement par le moyen du faisceau de rayons A, et conséqueniment ceux 
de la droite g le sont aussi par le moyen du faisceau de coniques A. 11 
faut remarquer ici que si g coupe la courbe gauche k^ en un point U, 
la conique ■(^^ se décompose en deux droites g^ et u^ dont l'une g^ est 
projective à g (II, page 126). Si la droite g passe par le point A, elle a 
encore en commun avec les coniques du faisceau un point différent de A, 
et en même temps ^t' passe par A^. Comme toutes les droites 3^ situées 
dans Sj et toutes les coniques y,' passant par A, sont rapportées projec- 
tivement les unes aux autres par le moyen du faisceau de rayons A,, il 
s'ensuit que ■ 

Toutes les ponctuelles g du premier ordre, passant par un point 
commun à toutes les coniques du faisceau, sont projectivement rap- 
portées les unes aux autres par ce faisceau de telle manière qu'un 
groupe de points homologues des ponctuelles est situé sur chaque coni- 
que. Toute droite, qui ne passe par auain des points communs aux 
coniques, est coupée par le faisceau de ces coniques stdvanf une ponC' 
tuelle involutive telle gîte les points conjugués sont situés deux à deux 
sur une seule et même conique du faisceau. 

Il résulte du second de ces théorèmes que le faisceau est complète- 
ment déterminé par deux de ces coniques. En effet, pour construire mie 
troisième conique quelconquedu faisceau posant par un point donné P, 
nous mènerons par P des rayons qui coupent chacun en deux points 
les deux coniques données a^ et p'. Gomme, d'après la manière dont 
est constitué le faisceau dont il s'agit, «^ et p' ont au moins un point 
commun, il est possible de mener une infinité de rayons de ce genre. 
Les deux couples de points, oti un pareil rayon s est coupé par a' et g% 
détemiincnt sur s une ponctuelle involutive ; cherchons-y le point 
conjugué à P, il se trouvera sur la conique du faisceau quip^se par P. 
Étant données trois coniques du faisceau, il est facile d'en construire 
une quatrième quelconque au moyen du premier des théorèmes qui 
précèdent. 

Le plan 2 qui, nous l'avou'^ ■^u, peut etie considéré comme une sec- 
tion du système de cordes de la uiuibe giuche / projeetif à 2,, con- 
tient aussi des cordes isolées et des pomts de k û renferme au plus 
trois points et trois cordes et au moins un pomt et une corde. Lesdiffé- 
rents points d'une pareille corde coiiespondent a un seul et même point 
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tl[ du sy3tè]iie plan 2,; et un point U, commun à 2 et à A', a pour cor- 
respondant dans S, les différents points d'une droite w^ à laquelle cor ■ 
respond dans le système de cordes la surface conique Vk^ du second 
ordre. Les points U et U^ font donc exception à la règle d'après laquelle 
un point quelconque de l'un des systèmes a pour correspondant un 
point unique de l'autre système. Nous les appellerons points princi- 
paux des systèmes plans et nous donnerons aux droites qui leur cor- 
respondent le nom de lignes principales. Dans tout plan S, il y a 
{II, page 105) autant de points que de cordes de la courbe gauche du 
troisième ordre ; donc : 

Le système plan S renferme autant de lignes principales que de 
points principaux, c'est-à-dire, une au moins et trois au plus ; S, en 
contient autant que S, puisqtCà tout point principal de l'un des sys- 
tèmes correspond une ligne principale de l'atitre. La droite qui unit 
deux points principaux de l'un des systèmes est une ligne principale, 
et le point d'intersection de deux lignes principales est un point prin- 
pal de ce système. 

La dernière partie de ce théorème résulte de ce que toute droite, qui 
réunit deux pointa de la courbe gauche fe', est une de ses cordes et que 
le point d'intersection de deux cordes est situé sur la courbe. 

A toute ponctuelle rectiligne de 2, correspond une surface du second 
ordre dans le système des cordes de la courbe gauche k^ et nous savons 
que les points d'une corde quelconque sont conjugués deux à deux par 
rapport k toutes les surfaces du second ordre menées par k^. Or les 
coniques de 2, qui correspondent aux droites de Sj, sont situées sur ces 
surfaces du second ordre ; il en résulte donc que : 

Les coniques de l'un des systèmes S, qui correspondent aux droites 
de Vautre système S,, passent par tous les points principaux de S; 
les points de chacune des lignes principales de S sont conjugués deux 
à deux par rapport à toutes ces coniques. 

Il en est de même pour les coniques de S, qui correspondent aux 
droites de 2. 

Une conique quelconque Oj^ de 2, a pour correspondante (II, page 126) 
dans 2 une courbe ç* du quatrième ordre, qui a pour points doubles 
chacun des points principaux de 2. Si <f^ passe par un point principal 
de 2j, f' se décompose en une droite principale et en une courbe du 
troisième ordre ayant un point double. Si Çj* passe par deux points 
principaux de £,. f" se décompose en deux droites principales de 2 et en 
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une courbe <îu second ordre projective à j,'. Imaginons qu'on ait établi 
la correspondance géométrique de S et Z^, en rapportant réciproque- 
ment ces deux systèmes l'un à l'autre et d'une double manière ; à !a 
conique?,^ de S^ correspondent dans i; deux faisceaux de rayons du 
second ordre, ^nsi que la courbe sur laquelle les rayons homologues 
se coupent deux à deux^- c'est-à-dire ; 

Deux faisceaux projectifs de rayons du second ordre, situés dans le 
même plan, engendrent en général une courbe du quatriètne ordre 
ayant au plus trois points doubles et au moins un. Cette courbe peut 
se décomposer en une droite et une courbe du troisième ordre qui a un 
point double, ou en deux droites et une conique, ou bien enfin en 
quatre droites. 

Soit tl un point principal et g une droite quelconque de I passant 
par ce point ; la conique de S,, qui correspond à g, se décompose alors 
en la droite principale m^ correspondant au point U et en une droite 
j, projective à g. En effet, toutes les cordes de la courbe gauche k' qui 
sont rencontrées par g en dehors du point C forment une surface réglée 
et cette dernière a la ponctuelle g^ pour élément correspondant dans \. 
La droite j, doit passer par un point principal U, du système plan 1 ; 
en effet, g étant une directrice du système réglé, le pian 2 passant 
par g contient un de ses rayons m et le point principal U^, qui correspond 
à u, est par conséquent situé suri;,. 

Toutes les droites g de 2, qui passent par U, doivent donc avoir pour 
correspondantes les droites 3, de Zi qui passent par U,. Nous dirons que 
les points U et U, sont deux points principaux conjugués l'un à l'autre 
dans les systèmes. Les faisceaux U et U, sont projectifs ; car une droite 
quelconque a de 2 a pour correspondante dans S, une conique a.^, pro- 
jective à a et passant par Uj, et les faisceaux U et U, sont respective- 
ment perspectifs à a et à a,^ Donc : 

Les points principaux des systèines 2 et I.^ sont deux à deux conju- 
gués entre eux de telle manière que toute droite g de Z, passant par 
un point principal U, a pour correspondante une droite g^ de S^, projec- 
tive à g et passant par le point principal conjugué V^. Les faisceaux 
U et r/, sont projectifs eu égai d à leui s droites qui se coi i e)<pondent. 

Une courbe du second ordre de 1, qui passe par deu\ pomts princi- 
paux U et V, étant projetée de U et V pai deux fiisceaux piojectifs de 
rayons, et ces faisceaux ayant poui roiie'^pondants dans S, denx fais- 
ceaux projectifs Uj et V,, on voit que 
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Toute conique de l'undes systèmes plans, qui passe par deux points 
principaux a pour correspondante dans l'antre système une conique 
qui lui est projective et qui passe par les deux points principaux con- 
jugués. 

Nous pouvons amener les deux systèmes plans dans une position telle 
que les faisceaux U et U, deviennent perspectifs; c'est-à-dire soient des 
sections d'un seul et même faisceau de plans. Soit s l'axe de ce fais- 
ceau de plans qui passe par U et Uj ; deux points correspondants quel- 
conques des systèmes sont alois un même plan avec s. Projetons res- 
pectivement les systèmes Z et 2, de deux points S et Sj situés sur 2, nous 
obtenons deux gerbes en correspondance quadratique. Deux rayons 
homologues quelconques de ces gerbes.sont situés daiistm même plan 
avec 3 et se coupent; et tous les points d'intersection ainsi obtenus 
sont situés sur une surface passant par S et S,, qui a une conique 
commune avec tout plan des gerbes S et S et qui par suite doit 
être une surface du second ordre. En effet, considéj-ons un plan quel- 
conque passant par SS, ; ce plan contient deux faisceaux projectifs de 
rayons des gerbes S et S, et ces faisceaux engendrent la conique. Si le 
plan passe par le point S, il renferme un faisceau de rayons, auquel 
correspond dans la gerbe S^ une surface conique du second ordre 
passant par SJJ,, et cette surface a en commun avec le plan consi- 
déré !a conique en question qui passe par S. Soit u la ligne principale 
de 2 qui correspond au point principal I', de Z,, Su est le plan tangent 
de la surface du second ordre au point S ; en effet, tout rayon de Ssitué 
dans Sm correspond au rayon principal SS, commun aux gerbes et est 
tangent en S à la surface. Les surfaces du second ordre permettent de 
cette manière de se faire une idée très simple et très claire de la cor- 
respondance géométrique du second degré. 

Nous avons déjà fréquemment rencontré des exemples de la corres- 
pondance géométrique du second degré dans la première partie de cet 
ouvrage (pages 105, 189, 205, 206) ; nous mentionnerons en particulier 
le prindpe des rayons recteurs réciproques. Nous ajouterons encore 
les exemples suivants : 

Un système de rayons de premier ordre et de première classe 
est coupé par deux plans quelconques suivant des systèmes plans 
en correspondance quadratique et est projeté de deux points quel- 
conques suivant deux faisceaux de plans en correspondance qua- 
dratique. 
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Une gerbe de plans du second ordre est coupée par deux quelcon- 
ques de ses plans suivant des systèmes de rayons en correspondance 
quadratique. 

Si dans un système polaire plan on fait coiTespondre à tout rayon 
le rayon conjugué qui lui est normal, on obtient deux systèmes invo- 
lutifs plans de rayons en correspondance quadratique. 
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Systèmes coUïnéaires superposés. — Systèmes învolutifs 
dans le plan et dans l'espace. 



Deux syaièmescoUinéairesSetS,, situés daus un même plan, ont tous 
leurs éléments correspondants communs et sont identiques, quand ils 
ont quadrangle correspondant commun (II, page 16) ; ils sont perspec- 
tifs, c'est-à-dire ont une ponctuelle et un faisceau de rayons du premier 
ordre correspondants communs, quand ils ont comme éléments corres- 
pondants communs trois points situés sur une même droite on trois 
rayons issus d'un même point (II, page 19). Combien existe-t-il de 
points et de rayons correspondants qui leur soient communs, quand ils 
ne sont ni identiques, ni en perspective? 

Pour répondre à cette question, en dehors du plan qui contient les 
systèmes collinéaires S et I,^ prenons deux points arbitraires S et Sj tels 
que la droite qui les joint ne rencontre ni un point, ni un rayon qui 
se corresponde à lui-même dans les systèmes. 

Projetons maintenant ces systèmes 2 et Z, des points S et S, respec- 
tivement ; ces derniers deviennent les centres de deux gerbes collinéai- 
res qui engendrent une courbe gauche du troisième ordre. 

Tout point, qui est correspondant commun à. 2 et 2,, est situé sur cette 
courbe gauche ; car il est le point d'intersection de deux rayons homo- 
logues des gerbes S et S, ; de même tout rayon qui est correspondant 
commun à 2 et S, est une corde de la courbe gauche du troisième ordre. 
Nous avons ainsi ce théorème (II, pages dOO et 105). 

Deux systèmes collinéaires plans superposés, mais non perspectifs, 
ont comme éléments correspondants communs, soit les sommets et les 
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côtés d'un triangle, soit deux points et deux droites {l'une des droites 
joint les deuœ points et l'autre la coupe en l'un de ces points), soit 
enfin un point et une droite. 

On a l'un ou l'autre de ces trois cas, suivant que la courbe gauche 
du troisième ordre a trois points, deux points ou un point commun 
avec le plan des systèmes collinéaires. 

Deux gerbes collinaires concentriques, miùs non perspectives, ont 
comme éléments Mrrespondants communs, soit les arêtes et les faces 
d'un angle triarête, soit deux rayons et deux plans, soit enfin un l'ayon 
et un plan. 

Ce théorème se déduit du précédent au moyen de la loi de récipro- 
dté, ou bien en coupant les deux gerbes collinéaires par un plan qui 
donne deux systèmes collinéaires. On voit de même que : étant donnés 
dans l'espace un système plan 2 et une gerbe S qui lui est collinéaire, 
il y a au moins un rayon et un plan et au plus trois rayons et trois 
plans de S passant par les éléments qui leur correspondent dans 2, 
pourvu que 2 ne soit pas une section de S, on ne soit pas perspective 
à S. 

Deux systèmes collinéaires de l'espace ont tous leurs éléments corres- 
pondants communs et sont identiques, quand ils ont comme éléments 
correspondants communs cinq points, dont quatre ne sont pas dans un 
même plan (II, page 26) ; ils sont perspectifs, c'est-à-diiB ont une 
gerbe et un système plan correspondants communs, quand ils ont un 
quadrangle plan ou un angle quadrarète cori-espondant commun 
(II, pages 25 et 30). Lorsque deux systèmes collinéaires de l'espace 2 et 
I,^ ont ml tétraèdre ABCD correspondant commun et qu'un point P de 2, 
qui n'est pas situé dans une face du tétraèdre, a pour correspondant 
un point P, de 2,, les cas suivants peuvent se présenter : Si la droite 
PP, passe par un sommet A du tétraèdre, les systèmes ont en commun 
quatre rayons correspondants et par suite tous les éléments correspon- 
dants de la gerbe A ; ils ont de même le système plan BGD correspon- 
dant commun et sont perspectifs. Si la droite PP, rencontre deux 
arêtes opposées AB et CD du tétraèdre, les systèmes collinéaires {)nt 
comme éléments correspondants communs trois plans et par suite tous 
les plans passant par AB et par CD ; il en est de même pour tous les 
points situés sur ces ai'êtes et pour tout rayon qui est coupé par AB et 
CD. — Si PP| ne coupe qu'une arête AB du tétraèdre, les systèmes ont 
pour éléments correspondants communs trois plans et par suite tous 
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les plans passant par AR, tous les points situés sur CD, et en outre les 
plans AGD et BGl) aiusî que tous les rayons de ces plans qui passent 
par A ou G. 

Si enfin la droite PP^ n'est dans un même pian avec aucune des arê- 
tes du tétraèdre, les systèmes colUnéaires n'ont que les sommets, les 
arêtes et les faces du tétraèdre ABCD qui leur soient correspondants 
communs. 

Nous ne nous arrêterons pas à énumérer tous les autres cas où deux 
espaœs collinéaires ont en commun des éléments correspondants isolés 
ou un nombre infini de ces éléments ; nous nous contenterons de pré- 
senter les remarques qui suivent. Il peut arriver (et nous en verrons un 
exemple dans les systèmes involulifs) que les systèmes n'aient ni point 
ni plan correspondant commun réel ; mais si un point S du système S 
coïncide avec son correspondant Sj de Sj, les gerbes collinéaires S et S, 
et par suite aussi les espaces collinéaires ont encoi'e au moins un rayon 
et mi plan correspondant commun. 

De même si un plan a de 2 coïncide avec son correspondant a^ dans 
2,, les systèmes ont au moins un point et im rayon de a con'espondants 
communs (II, page 139); car a renferme deux systèmes plans colli- 
néaires qui se correspondent dans les systèmes de l'espace. 

Deux formes fondamentales collinéaires peuvent aussi être en situa- 
tion involutive de telle sorte qu'à chacun de leurs éléments coresponde 
doublement un autre élément. Les formes ont alors une infinité d'élé- 
ments correspondants communs, par exemple, tous les rayons qui réunis- 
sent deux points homologues des ionnes ou suivant lesquels se coupent 
deux plans homologues quelconques. En effet, si un point (fig. 16) que 
nous désignerons par A ou B,, selon qu'il sera considéré comme appar- 
tenant à l'un ou à l'autre des systèmes collinéaires, a pour con'espon- 
dants deux points coïncidents A^ et B, la droite ÂBde lapremière fonne 
se confond avec la droite correspondante A,B^ de la seconde. Si deux 
systèmes colliné^es plans sont en involution, ils ont par cela même 
une infinité de rayons correspondants conomuns et conséquemment sont 
pei'spectifs. Deux points homologues quelconques sont sur une même 
droite avec le centre S de collinéation qui prend dans ce cas le nom de 
centre d'mvolutton ; et deux rayons homologues quelconques se cou- 
pent sur l'axe de collinéation u, qu'on appelle aussi dans ce cas Vaxe 
d'învolution. 'foute droite passant par le centre d'involution S est le 
heu d'une ponctuelle involutive, dont S et le point de cette droite situé 
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sur u sont les points doubles ; et de même, tout point de l'axe de colli- 
néation u est le centre d'un faisceau invoiutif de rayons dont u et le 
rayon passant par S sont les rayons doubles. Le centre et l'axe de 
coUinéation séparent donc harmoniquement. deux points ou deux rayons 
homologues quelconques des systèmes. 

Deux systèmes collinéaires Y. et 2^, situés daiis le même plan, sont 
involutifs ou en involution lorsqu'à deux points quelconques AB, et CD|, 
(fig. 16) correspondent doublement deux autres points A,B et C^D qui 
forment avec eux un quadrangle. En effet, la droite AB correspond à la 
droite Tfi[ c'est-à-dire à elle-même ; et comme sur cette droite les 
points AB, et A,B se correspondent doublement, tous les autres points 




sont accouplés involutivement (I, page 146). !! en est de même pour la 
droite CD ou C,Dj. Les droites AB et ÏÏD se coupent en un point S qui 
se correspond à lui-même et fpii est mi point double de chacune des 
ponctuelles involutives AB et CD- Toute droite arbitraire du plan, qui 
ne passe pas par S, coupe les droites AB et CD en deux points ; elle a 
pour élément lui correspondant doublement la droite qui unit les deux 
points conjugués des précédents situés siirîîB etSD. Deux pointa quel- 
conques du système doivent se correspondre doublement, parce qu'on 
les considère comme les points d'intersection de droites qui se cori'es- 
pondent doubieiûent. 

Le point d'intersection S de AB et CD est le cehtre d'involution et la 
droite u, sm' laquelle se coupent les autres côtés Opposés du quadrila- 
tère complet ABCD, est l'axe d'involution des systèmes. 
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bi nous ctnsidérons les systèmes en imolutioû comme constituant 
un système unique dont les points et les droites sont conjugués deux 
a dtux on donne a te s\ sterne le nom dt. système plan involutif. Les 
piopnetes (£ul noii^ venons de tinu\ei peu\ nt èHe résumées comme 
il smt 

Dam, un tijsteme plan emnvolutwn le point), conjugués sont deux 
a deux ntuts sur des droites passant pai le centre d'involulion et ils 
sont ka-nnomquement sépat éi pai ce point et pat l'axe d'involution; 
les rayons covjuqiies se coupent deux a deux sut Vasce d'involution 
et sont hamioniquement tepaiéspai cet axe et par le centre d'involu- 
tion Poui accouplei involutiiement hi, diments d'un système plan, 
on peut faire correspondre à deux points P et Q deux autres points 
quelconques P^et Q^, qui forment avec P etQun quadrangle; ou bien, 
oti peut prendre à volonté dans le plan le centre S et l'axe u d'involution. 

Toute courbe KAL limitée par deux points K et L de l'axe d'involu- 
tion forme avec la courbe KA^L qui lui est conjuguée une courbe invo- 
lutive. Nous obtenons encore une courbe involutive lorsque, étant 
donnée une courbe SAK ou PAPj qui est limitée par le centre d'involu- 
tion S et un point K de l'axe d'involution ou bien par deux pointa 
conjugués P et Pj, on lui adjoint la courbe conjuguée SA,K ou PA,P,. Par 
exemple, une conique quelconque se prfeente comme courbe involutive, 
quand on prend pour centre d'involution un point quelconque S extérieur 
ou intérieur à la courbe et pour axe d'involution la polaire u de ce point. 
Remarquons en passant que la droite de l'infini a pour conjuguée une 
droite g parallèle à u, qui divise en deux parties égales la distance 
de S à w. La conique est donc une hyperbole, une parabole ou une 
ellipse, suivant qu'elle a avec la tlroite g deux points communs M et N^ 
ou un seul point commun P, ou bien qu'elle n'en a aucun ; dans 
le premier cas, les asymptotes sont parallèles à SM et SN ; dans le 
second,5P est un diamètre de la parabole. On résout ainsi d'une ma- 
nière très simple le problème suivant ; 

Étant donnée une portion limitée d'une courbe du second degré, re- 
connaître si la conique est une hyperbole, une parabole ou une ellipse. 

Un système plan involutif est projeté d'un point extériem' suivant une 
gerbe involutive. Le plan d'involution de cette gerbe passe par l'axe 
d'involution u et Yaxe d'involution de la gerbe passe pai' le centre d'in- 
volution S du système. 

Deux systèmes coûinéaires de l'espace 2 et S, sont en situation invo- 
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lutive, lorsque deux systèmes plans a et a, qui en font partie et qui ne 
sont pas superposés se correspondent doublement l'un à l'autre de telle 
manière qu'à tout élément de l'un corresponde doublement un élément 
de l'autre. En effet, à toutplan, qui coupe les deux systèmes plans a et a, 
suivant les droites g et /, coiTespoiid aloi-s doublement le plan qui joint 
l'une à l'autre les droites conjuguées g^ et /, qui appartiennent respec- 
tivement aux plans «j et a ; et comme tout point ou tout rayon de l'es- 
pace peut être considéré comme l'intersection de trois ou de deux de 
ces plans, il a pour correspondant le point ou la droite d'intersection 
des plans qui correspondent doublement aux précédents. D'après cela, 
comme atout élément correspond doublement un autre élément, nous 
pouvons regarder les systèmes de l'espace en involution comme un sys- 
tème invohitif unique, dont les éléments sont conjugués deux à deux. 
, Tout rayon qui réunit l'un avec l'autre deux points conjugués du sys- 
tème involutif, ou suivant lequel se coupent deux plans conjugués, 
coïncide avec son correspondant et par conséquent est conjugué à lui- 
même. Il en est de même des droites s suivant lesquelles se coupent 
les plans a et «^ qui sont conjugués l'un à l'autre. Nous distinguerons 
deux espèces essentiellement différentes de systèmes involutils, suivant 
que sur les droites s chaque point coïncide ou ne coïncide pas avec son 
conjugué. 

Dans le premier cas, la ponctuelle s est un élément correspondant 
commun aux systèmes plans a et a, ; conséqueinment ils sont perspec- 
tifs et engendrent une gerbe S dont tous les rayons et tous les plans 
sont conjugués à eux-mêmes, parce qu'ils réunissent l'un et l'autre deux 
éléments conjugés de a et a^. Les systèmes collinéaires S et Sj de l'espace 
ont conune élément correspondant commun la gerbe S et par suite aussi 
un système plan Y ; ils sont donc perspectifs. Dans le système involutif 
qu'ilsconstituent, chaque élément duplanï est doncconjugué à lui-même. 
Un système involutif de cette espèce est appelé perspeciif-involutif ; le 
point S, qui est sur une même droite avec deux points conjugués quel- 
conques et dans un même plan avec deux droites conjuguées quelcon- 
ques, s'appelle le centre d'involution, et le plan V, sur lequel se coupent 
deux à deux les rayons ou les plans conjugués, est dit le plan d'involu- 
tion du système. 

Nous pouvons résumer comme il suit les propriétés principales de 
cette espèce de système involutif : 

Dans les systèmes perspectifs invohdifs, toute droite ou tout plan 
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passant par le centre d'involulton S et tout point ou tout ) ayon situé 
dans le plan d'involution Y sont conjugues a eux mêmes Tout plan 
passant par S est le lieu d'u7i système înioluttf plan dont le centre 
d'involution est le point S et qui est coupé par 1 smiant l axe d'in- 
volution; de même, tout point t<dué sur ï est le centre dune gerbe 
involutive, dont Y est le plan d involulion et dont lare d mvolution 
passe parS. Il suit de la que deux points, rayons ou plans conjugués 
sont harmoniquemeni séparés pat le cenhe d mvolution S et le plan 
d'involution Y. Pour accouple) involutivement les éléments de l'es- 
pace, on peut prendre à volonté le centie d învolutton S et le plan 
d'involution Y, ou bien S et deux plans conjuquéi Â el 1^ 

Toute courbe gauche, limitée pai deux points K et L du plan d'in- 
volution , ou par deux points conjugués \ et A^ ou enfin pai le centre d'in- 
volution Setpariinpoint K du plan d mvolution con«titue i\ ec la tourbe 
qui lui est conjuguée ce qu'on appelle une courbe gauche involutive. 
Toute surface limitée par une courbe mvolutne ou bien encore par 
une courbe conjuguée à elle-même foime a\ec la buiface conjuguée 
une surface involutive. Par exemple une surface quelconque F' du 
second ordre se présente à nous i omine sui face mvoluti\ e lorsque l'on 
prend pour plan d'involution un plan 1 qui ne lui est pas tangent, et 
poiir centre d'involution le pôle S de ce plan La suifacpF* estunhyper- 
boloiide, un paraboloïde ou enfin un ellipsoïde, suivant qu'elle coupe 
suivant une courbe k^, touche en unpoint P,oune rencontre pas le plan-; 
parallèle à Y qui bissecte la distance de S à Y ; en effet, tout point G 
commun à F' et y a pour conjugué' sur le rayon SG un point de la sur- 
face F' situé à rinfini, pai-ce que ■/ et le plan à l'infini se corres- 
pondent. 

Dans le cas de l'hyperboloïde, la surface conique St- est parallèle au 
cône asymptotique ; dans le cas du paraboloïde, SP est un diamètre de 
cette surface. 

Nous allons maintenant étudier la seconde e.spèce de système invohi- 
tif de l'espace, celui qu'on appelle système involutif gauche. Deux sys- 
tèmes plans conjugués quelconques a. et a^ de ce système ont leur droite 
d'intersection s correspondante commune, mais tous les points de cette 
droite ne jouissent pas de cette propriété; de plus les points de s sont 
conjugués deux à deux et par suite accouplés involutivement. Les droi- 
tes qui joignent les points homologues de a et n.^ sont conjuguées à elles- 
s dans le système involutif et forment (11, pages 90-91) un système 

UÉOHÉTBIE Uli l'OiiLlIUN. — 11. 10 
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de rayons de premier ordre et de première classe. Comme il passe tou- 
j ours par un point quelconque de l'espace un rayon de ce système de 
rayons qui est conjugué à lui-même, et comme un plan quelconque 
contient toujours un de ces rayons, on voit que : 

Dans les systèmes involutifs gauches, les droites joignant les points 
conjugués et les droites d'intersection des plans conjugués sont con- 
juguées S elles-mêmes et forment un système de rayons de premier 
ordre et de première classe. 

Nous donnerons à ces droites conjuguées à elles-mêmes le nom de 
directrices du système involutif gauche. Chacune de ces directrices est 
e lieu d'une ponctuelle involutive et l'axe d'un fiusceau involutif de 
plans, dont les éléments sont conjugués deux à deux dans le système 
involutif. 

Les deux axes non concourants u,v du système de directrices 
(II, page 91) passent par les points doubles de la ponctuelle involutive 
et sont contenus dans les plans doubles du faisceau de plans. Ces axes, 
réels ou imaginaires u et v, que nous appellerons les axes d'involu- 
tion du système involutif gauche, séparent harmoniquement deux à 
deux les points, rayons ou plans conjugués du système. Sur ces axes 
d'involution sont situés tous les points qui sont conjugués à eux-mêmes 
et par eux passent tous les plans du système involutif qui sont conju- 
gués à eux-mêmes ; ils coupent toutes les directrices du système. Lors- 
que deux directrices ou deux rayons conjugués a,è se coupent, leur point 
d'intersection ab est situé sur l'un des axes d'involution et leur plan «6 
passe par l'autre ; dans ce cas, les deux axes sont l'éels. Tout plan réel 
passant' par l'un des axes contient un système involutif, dont le centre 
est situé sur l'autre axe et qui fait partie du système involutif gauche ; 
de même, tout point réel situé sur l'un des axes est le centre d'une 
gerbe involutive contenue dans le système, dont le plan d'involution 
passe par l'autre axe. 

Pour déterminer mi système involutif gauche, on peut prendre arbi- 
trairement les deux axes d'involulion non concourants u,v. 

Une surface du second ordre F% par l'apport à laquelle u est la polaire 
de y, se présente à nous comme une surface involutive de ce système, 
puisque deux quelconques de ses points, dont la droite de jonction 
coupe les axes u et v, sont liannoniquement séparés par u et v. Si la 
sui-face F' est réglée, ses génératrices sont conjuguées deux à deux 
dans le système involufif et harmoniquement séparées par les aies m,w; 
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les rayons de ses deux systèmes réglés sont accouplés involutiveiuent 
et un plan quelconque mené par u {ou v) les Qoupe suivant les cou- 
ples de points d'ime courbe involutive du second ordre, dont l'axe d"in- 
volution est situé sur l'autre ^e v (ou u). 

Un système de rayons de premier ordre et de première classe, dont 
les axes sont ou bien imaginaires, ou bien réels et distincts l'un de 
l'autre, détermine un système involutif gauche (II, page 93) dont les 
directrices forment le système de rayons. Deux points ou deux plans 
conjugués de ce système involutif sont conjugués par rapport à toutes 
les surfaces réglées du second ordre contenues dans le système de rayons. 
Chacune de ces surfaces réglées se compose de directrices du système, 
l'autre au contraire est un système réglé involutif contenu dans le sys- 
tème, 

Un système réglé en involution aaj. bb^. cCj détermine un sys- 
tème involutif gauche qui contient le système réglé en involution et 
dont chaque directrice est conjuguée à elle-même. 

En effet, soient^, j,r trois directrices quelconques du système réglé, on 
peut rapporter deux espaces collinéairement l'un à l'autre de telle 
sorte qu'aux droites a,b.a,,p,q,r de l'un, correspondent respective- 
ment les droites «t,fii,a,p,g,r de l'autre (II. page 29) ; ces deux systè- 
mes collinéaires sont en involution, pai'ce que leurs points et leurs 
plans se coiTespondent doublement deux à deux, comme ap et a^p, 
et ils ne forment pas un système perspectif- involutif, mais bien un 
système involutif gauche, parce que les rayons conjugués a,a^ ne se 
coupent pas. Le point S, où se rencontrent les plans ap,bq,cr et qu'on 
peut considérer comme un point quelconque de l'espace, a pour cor- 
respondant le point S, d'intersection des plans a^p, b^q, c^ et SSj est 
Sa directrice du système involutif qui passe par S. Les rayons doubles 
réels ou imaginaires du système réglé involutif constituent les axes du 
système. 

Deux systèmes réglés involutifs «a,, bb^.cc^ etpjj,. qq^,rr^...^AQVt% 

chacun est le système directeur de l'autre, détermùieut aussi un système 
involutif gauche, dans lequel ils sont contenus. On obtient ce système 
en rapportant deux espaces collinéairement l'un à l'autre de manière 
qu'aux droites «,«, 6,p, p„g de l'un correspondent respectivement les 
droites aj,a,6,,p,^, de l'autre. En effet, les points ou les plans ap et fl,pj 
se correspondent doublement ; le point d'intersection des plans ap, bq, 
cr est conjugué à celui des plans a,p^,b^q,, c^r^, etc. Si l'un des deux 
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systèmes a deux rayons doubles imaginaires et l'autre au conti'aire 
deux rayons doubles m et n réels, les axes du système involutif sont 
imaginaires; car, dans ce cas, i! n'y a aucun point réel des directrices 
m,n et, aucun plan réel passant par ces droites qui soit conjugué à 
lui-même. 
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Complexes de rayons engendrés par des systèmes coUinéaires 
de l'espace. 



Lorsque deux systèmes collinéaàres de l'espace 2 et £, ne sont pas 
perspectifs et n'ont pas pour éléments correspondants communs les 
rayons d'un système de rayons de premier ordre et de pi-emière 
classe, ils engendrent un complexe de rayons auquel nous attribuons 
comme partie intégrante toute droite d'intersection de deux plansbomo- 
logues a et a, des espaces. Tout rayon s de ce complexe, considéré 
comme élément de S et de a, est situé avec son correspondant s, de 2, 
dans un même plan «^ et se distingue par là d'un rayon quelconque de 
l'espace. Considérons le point d'intersection ss, des deux rayons homo- 
logues comme appartenant à Z^, le point qui lui correspond dant, 2^ 
est situé sur s, ensorteque ce complexe de rayons se présente aussi à 
nous comme l'ensemble des droites qui joignent les points homologues 
de 2 et s,. Donc : 

Le complexe de rayons engendré par les deux espaces coUinéaires 
£ et 2j se compose aussi bien des droites d'intersection des plans 
homologues que de celles qui unissent les points homologues des espa- 
ces; consêquemment, il est récip7-oque à lui-même; il se compose en 
outre de toutes les droites qui coupent les droites qui leur corres- 
pondent. 

Deux gerbes homologues de 2 et 2, engendrent l'une avec l'autre le 
système de cordes d'une courbe gauche du troisième ordre qu'on appel- 
lera la courbe double du complexe, parce que toutes ses cordes font 
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partie de ce complexe. Cette courbe peut se décomposer en une droite 
et une conique ou en trois droites, et cela arrivera nécessairement si les 
espaces S et 2, ont un faisceau de plans correspondant commun. 
Toutes les cordes de la courbe gauche qui passent par les centres S et S' 
des gerbes sont situées sur deux surfaces coniques du second ordre, — 
De pius, deux systèmes plans homologues de 2 et 2, engendrent le 
système d'axes dun faisceau de plans du troisième ordre qui appartient 
au complexe et que nous appellerons le faisceau de plans double du 
complexe ; et tous les axes de ce faisceau de plans qui sont situés dans 
les deux systèmes pians forment un fiùsceau de rayons du second 
ordre. 
Ainsi : 

Tous les rayons du complexe, ] Tous les rayons du complexe, qui 
qui passent par un point quelcon- j sont situés dans un pian quelcon- 
que S, fonnent une surface coni- j que, forment un faisceau de rayons 
que du second ordre qui \ du second ordre qui 

peut se décomposer en deux faisceaux du premier ordre. C'est à cause 
de cette propriété fondamentale que nous dirons que ie complexe de 
rayons est du second degré ou quadratique; les surfaces coniques et 
ies faisceaux de plans qu'il renferme s'appellent les câjies et les fais- 
ceaux de rayons du complexe. 

Les espaces collinéabes 2 et 2, peuvent avoir comme éléments cor- 
respondants communs des points et des plans isolés ou en nombre 
infini ; nous dirons que ce sont les points principaux et les plans prin- 
cipaux du complexe de rayons engendi'é par 2 et 2,. Les théorèmes 
qu'on vient d'énoncer sont sujets à une exception pour ces points et 
ces plans; en effet, comme tout rayon passant par un point principal 
ou contenu dans un plan principal est coupé par le rayon qui lui 
correspond, on voit que : 

Tout rayonpassantpar unpointpnndpal ou situé dans un plan pHn- 
cipal fait purtie du complexe de rayons ; tous les cônes et toutes les 
courbes doubles du complexe passent donc par tous les points princi- 
paux, tous les faisceaux de plans doubles passent par tous les plans 
principaux du complexe. 

Comme les systèmes plans colîinéaires de 2 et 2,, qui sont s 
dans un plan principal, ont au moins un point correspondant coi 
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(II, pagel39-140), tout plan principal doit renfeiiner au moins un point 
principal CE de même par tout point principal il doit passer au moins 
un plan principal. 

Si un faisceau S de rayons du premier ordre contient plus de deux 
rayons du complexe, il se compose uniquement de rayons de ce com- 
plexe; son centre est situé sur un plan principal et son plan passe par 
un point principal du complexe. 

En effet, le faisceau S de rayons de 2 ayant pour correspondant le 
faisceau Sj de I,^, ces faisceaux doivent, dans le cas qui nous occupe, 
ôtre concentriques, ou dans un même plan, ou perspectifs, en sorte que 
chaque rayon de S coupe le rayon con-espondant de S,. Dans !e premier 
cas, le centre dufjùsceau est un point principal; dans le second, son plan 
est un plan principal ; nous n'avons donc à démontrer la dernière partie 
du théoi-ème que pour le troisième cas, où les faisceaux S et S, ne sont 
ni concentriques, ni coplanaires, mais perspectifs. Or au rayon fciS[ de 2 
correspond un rayon de ^^, passant par S,, qui est situé dans un même 
plan piineipal avec SSj ; car le plan qui unit ces deux rayons homo- 
logues contient encore deux autres rayons homologues appartenant aux 
faisceaux, de sorte qu'il renferme deux rayons de 2 et en même temps 
les deux rayons correspondants de Sj. On voit d'une manière analogue 
que la droite de 2 suivant laquelle se coupent les plans des deux 
faisceaux perspectifs a un point principal commun avec la droite qui 
lui correspond. 

Nous donnerons à tout point, dont 3e cône du complexe se décom- 
pose en deux faisceaux ordinaires de rayons, le nom de point singulier; 
et à tout plan, dont le faisceau de rayons du complexe se compose de 
deux faisceaux de rayons du premier ordre, celui de plan singulier du 
complexe. De ce qui précède, on déduit alore le théorème suivant : 

Le lieu de tous les points singuliers du complexe se compose des 
plans principaux et le lieu de tous les plans singuliers est formé des 
points principaux du complexe. 

Pour que tous les cônes et les faisceaux de rayons du complexe ne se 
décomposent pas chacun en deux faisceaux de rayons du premier ordre, 
nous supposerons desoimiis que les espaces colbné'uies 2 et 1 n ont 
comme élément coi respondant commun ni un faisceau de pians ni une 
ponctuelle Le complexe n a alors que des points et phub pimcip^ux 
isoles et il n ^ au plus que quatre points et quatre plans pimcipau\ 
Loisquil e\isfi qualie points piinupiux réek ces points foiment un 
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tétraèdre dont les faces sont les quatre plans principaux du complexe. 
Si l'on rapporte deux espaces coUinéairement l'un à l'autre de telle 
manière qu'ils aient pour éléments correspondants communs les som- 
mets A,B,C,I) d'un tétraèdre et qu'on fasse correspondre entre eux deux 
points arbitraires E,Ej qui ne soient lii situés sur les faces du tétraè- 
dre, ni eoplanaires avec aucune de ses arêtes, ces deux espaces engen- 
drent un complexe tétraédral de rayons, dont ABCD est le tétraè- 
dre pHncipal et dont Ël[ est un rayon quelconque. 

Soient a,a, et p,p, deux couples quelconques de plans homologues de 
S et 2[, dont les droites d'intersection sont par conséquent deux rayons a et 
b du complexe ; ap et ^^ sont alors les axes de deux faisceaux liomo- 
logues de plans des espaces coUinéaires ; ces faisceaux de plans engen- 
drent une surface réglée ou un cône du second ordre, contenu dans le 
complexe, qui passe par a,b et par tous les points principaux : 

Donc: 

Deux rayons quelconques a, b du complexe peuvent être réunis par 
une surface du second ordre, qui renferme un système de rayons du 
complexe ainsi que tous les points principaux. 

De même il passe pai' a et 6 une surface de seconde classe tangente 
à tous les plans principaux. — Cette surface du second ordre, passant 
par a,b et tous les points principaux, peut être engendrée par deux fais- 
ceaux projectifs de plans a,b dont deux plans homologues se coupent 
en chaque point principal. Dans le cas d'mi tétraèdre principal réel, on 
a immédiatement les propriétés fondamentales suivantes du complexe 
tétraédral'. 



Les sommets du tétraèdre prin- 
cipal sont projetés de deux rayons 
quelconques du complexe par des 
faisceaux pi'ojectifs de plans. 



Les faces du tétraèdre principal 
sont coupées par deux rayons 
quelconques du complexe suivant 
des ponctuelles projeclives. 



Ces théorèmes fournissent pour le problème 15 du supplément au 
Systematische Enlwickelung une autre solution que celle qu'atten- 
dait Jacob Sleiner. 

Un complexe tétraédral est complètement déterminé, quand on 



I pfeiiiitire fois par M. H. Muller don 
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donne son tétraèdre principal ABOI) et un rayon s qui ne coupe au- 
cune arête du tétraèdre. 

En effet, le cône du complexe issu d'un point quelconque S situé sur 
s se trouve tout d'abord déterminé par ses cinq rayons s, EK", SB, 
se, SD ; lorsque S est situé dans l'un des plans principaux, BCD pai' 
exemple, ce cône se décompose en deux faisceaux de rayons, dont 
l'un est dans le plan BCD et l'autre dans le plan As. En effet, ce der- 
nier faisceau contient trois rayons du complexe, à savoir : SA, s et le 
rayon du complexe situé dans le plan BCD ; par conséquent il se com- 
pose uniquement de rayons du complexe. Donc : 

Tous les rayons du complexe, qui coupent une face du tétraèdre en 
un point quelconque, forment un faisceau de rayons, dont le plan 
passe par les ommet opposé. Étant donnée une droite a, passant par un 
point principal A et contenue dans un plan principal ACU, onpeut 
en conséquence construire une droite b, contenue dans le plan prin- 
cipal BCÙ et passant par le point principal B de telle sorte que tout 
rayon qui coupe les droites a eï b appartient au complexe. 

En s'appuyant sm- ce théorème, d'après lequel le complexe tétt'aédral 
renferme une infinité de faisceaux de rayons du premier ordre, on peut 
en partant de s construire linéairement tous les autres rayons du com- 
plexe; et comme on a précédemment démontré (II, page 152) qu'il 
existe un complexe possédant le tétraèdre principal ABCD et le rayon s, 
on voit de plus que ce complexe est complètement déterminé. En pas- 
sant, on reconnaît encore que : 



Tous les cônes du complexe, 
dont les sommets sont situés sur 
une droite passant par un point 
principal A, ont une seule et même 
conique commune avec !e plan 
principal opposé BCD. 



Tous les faisceaux de rayons du 
complexe, dont les plans se coupent 
sur un même plan principal, sont 
projetés du point principal opposé 
suivant un seul et même faisceau 
de plans du second ordi'e. 



Pour tout complexe de rayons engendré par deux espaces coliinéaires 
2 et X, on a ce théorème : 

Trois rayons quelconques a,b,c du complexe, qui ne sont pas situés 
sur une même surface réglée ou conique contenue dans le complexe, 
déterminent une courbe double du complexe , dont ils sont des 
cordes, et unfaisceau double deplans, dont ilssont des axes. 
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En effet, les trois couples de plans homologues de S et S, qui se cou- 
pent suivant a,b et c appartiennent à deus gerbes homologues détermi- 
nées de 2 et 2j et ces dernières engendrent la courbe double, détermi- 
née par a,b,c, et son système de cordes. Lorsque deux des rayons a,b,c 
se coupent, la courbe double passe par le point d'intersection P; et 
comme tous les rayons du complexe qui passent par P sont engendrés 
par deux faisceaux homologues de plans de S et S,, on voit que : 

Un rayon a du complexe et un point P extérieur à a déterminent 
une courbe double du complexe qui passe par P et aa, pour corde. Par 
deux points quelconques P,P^ d'un rayon a d'un complexe il passe 
toujours une courbe double détei'minée. 

Il faut toutefois que P et P, ne soient pas des points principaux. — 
Les courbes doubles en nombre infini, qui d'après le théorème précé- 
dait sont situées sur un cône quelconque P du complexe, ne peuvent 
avoir deux à deux plus de quatre points communs différents de P ; car 
s'il en était autrement, elles coïncideraient (II, page 105) ; il résulte 
encore de là que le complexe peut avoir tout au plus quatre points prin- 
cipaux. Mais en même temps on reconnaît qu'il y a différentes espèces de 
complexes, suivant que les quatre points sont réels ou imaginaires deux 
à deux, que deux, trois d'entre eus ou tous les quatre coïncident. 

Lorsque deux cônes du complexe, ou en général deux surfaces du 
second ordre contenues dans ce complexe, se coupent suivant un rayon 
a du complexe et une courbe gauche du troisième ordre, cette dernière 
est une courbe double du complexe. 

En effet, cette courbe coïncide avec la courbe double déterminée par 
a et deux autres rayons b,c du complexe situés sur les deux surfaces. 

Deux courbes doubles quelconques k' et l' sont engendrées par deux 
couples de gerbes homologues K,K, et L,Lj de 2 et S, ; elles ont donc 
pour cordes communes toutes celles suivant lesquelles se coupent les 
plans correspondants des fiùsceaux KL et K,L^. Comme ces deux fais- 
ceaux homologues de Z et 2j sont projectifs, les deux courbes doubles 
sont situées sur une même surface du second ordre contenue dans le 
complexe, et : 



Les cordes communes de deux 1 Les axes communs de deux fais- 
courbes doubles quelconques du ceaux doubles de plans du cora- 
complexe forment un système I plexe forment un système réglé ou 
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réglé ou une surface conique du | un faisceau de rayous du second 
second ordre. ' ordre. 

Le complexe est complètement déterminé quand on donne deux quel- 
conques k' et r de ses courbes doubles. En effet, si l'on réunit là et f 
avec l'une quelconque s de leurs cordes communes par deux surfaces 
du second ordre, ce qui est possible d'une infinité de manières, ces sur- 
faces, étant contenues dans le complexe, se coupent suivant s et sui- 
vant mie courbe double, qiii en général, est différente de k^ et P. 

Toutes les courbes doubles ainsi déterminées ont en général chacune 
au moins une corde commune avec un plan quelconque et cette corde 
appartient au faisceau de rayons du complexe contenu dans ce plan ; 
comme ce faisceau est du second ordi'e, il est déterminé par cinq de 
ses rayons, le' et P déterminent donc tous les rayons du complexe situés 
dans un plan quelconque et par suite, d'une manière générale, tous les 
rayons du complexe. 

Nous pouvons de plus énoncer le théorème suivant, dont la démon- 
stration a déjà été donnée (II, pagei52) pour le cas d'un tétraèdre prm- 
cipal réel. 

Pour rapporter coUinéairement l'un à l'autre deux systèmes de l'es- 
pace, dételle manière qu'ils engendrent un complexe de rayons donné, 
on peut assigner comme éléments correspondants l'un à l'autre deux 
points quelconques P et P,, situés sur un même rayon du complexe, ou 
deux plans se coupant suivant un même rayon de ce complexe ou enfin 
deux rayons du complexe situés daîis un même plan. De cette manière, 
étant donné un élément quelconque de l'un des systèmes, son corres- 
pondant dans l'autre système est complètement déterminé.. 

Les points P et P^, qui doivent se correspondre dans les systèmes 
2 et 2, de l'espace, sont les centres de deux gerbes collinéïûres, dont la 
collinéation est déterminée pai- le complexe donné. En effet, tout rayon du 
complexepa^ant par? est situé dans un même plan avec un rayon corres- 
pondant de la gerbe P, ; et les cônes du complexe P et P„ qui ont en 
commun le rayon "PP, et une courbe gauche /c° passant p'ar P et P^, 
sont projectivement rapportés l'un à l'autre de telle sorte que leurs 
rayons homologues se coupent deux à deux sur la courbe double k'. En 
même temps, les gerbes P et P, sont par là même rapportées coUinéaire- 
ment l'une à l'autre de telle manière que leui's plans homologues ont 
deux à deux en commun une coi'de de If'. 
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Soitmaiotenaiit /'une courbe double quelconquedii complexe, différente 
de k^, et soient Q et Q^ les centres encore inconnus des gerbes collinéaires 
de 2 et i;, qui engendrent toutes les cordes de la courbe gauche /' du ti-oi- 
sième ordre. Les cordes communes à ft^ et P forment un système réglé 
ou une surface conique du second ordre et par conséquent sont proje- 
tées de P et P, par deux faisceaux de plans. Les axes de ces fîùsceaux 
sont ou des directrices du système réglé ou des rayons de la surface 
conique et ont chacun en commun avec la courbe i* un point (IL page 102) 
différent du sommet du cône. Nous devons prendre ces points pour 
centre des gerbes cherchées Q et Q, de telle sorte que PQ et P,Q, soient 
les axes de ces faisceaux de plans. En effet, rapportons collinéairement 
l'une à l'autre les deux gerbes qui ont ces points Q et Q^pour centres, de 
manière que deux plans homologues quelconques se coupent suivant 
une corde de la courbe double /''; au faisceau de plans PQ commun aux 
gerbes P et Q correspond le faisceau de plans PiQ, commun aux gerbes 
P, et Q, : et ceci est nécessaire et suffisant pour que les gerbes P et Q 
de 2 et les gerbes P, et Q, qui leur sont collinéaires établissent la col- 
linéation entre les deux systèmes 2 et 2, de l'espace. (Voir II. page 24-2S) . 
Le complexe engendré par S et S, est identique avec le complexe donné, 
ainsi qu'on le demandait, puisqu'il a en commun avec ce dernier toutes 
les cordes des courbes doubles k^ et p. 

En passant, il résulte de cette démonstration que : 

Deux courbes quelconques du troisième ordre k' et F\ dont les 
cordes communes forment un système réglé ou une surface conique 
du second ordre, peuvent toujours être considérées comme des courbes 
doubles d'un complexe de rayons qu'elles déterminent. 

Si 1 on nous donne comme éléments homok/ues des systèmes colli- 
neanes 1, et 2, non plus deux pomts P et P, d un lajon du complexe 
mais deux layons quelcjnques s et s, de ce complexe qui se uiupent 
ou deux phns quelconques - et -, p'is&ant pai un layon du complexe, 
nous pouirons immédiatement lamenei cecis à celui que nous avons 
considère d iboid En efïet \ tout point P de s coiiespond le point 
P, de ù, qui est leuiu i P pai un lioisième ii\on du complexe situé 
dans le plan ss^ et tomme le fiisceau de i ayons du complexe situé 
dans ss, noui est donné puisquilfiit paitie du complexe nous pou- 
vons trouvei immédiatement le pomt V^ qui ronespond a P De même 
étint donné un ra\on quelconque du complexe S du phn - nous 
pomons aisément tiouiti ! i ion cjucsponrUnt S, de -, puisque es 
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deux droites doivent se couper sur la droite ttkj ; au point P où se cou- 
pent deux rayons du complexe situés dans it correspond !e point P, où 
se coupent les deux rayons homologues situés dans tc^. Comme les ger- 
bes des espaces collinéaires qui contiennent les plans t. et T.^, ei^endrent 
une courbe double passant par leurs centres P,?, et dont ict:, est une 
corde, on voit en passant que : 

Deux plans passant par un rayon a du complexe sont coupés en des 
sijstèmes de point collinéaires par les courbés doubles qui ont a pour 
corde. 

Étant donné un système i; de l'espace, constmisons tous les systèmes 
collinéaires possibles qui engendrent avec 2 un complexe de rayons 
donné; tous les points (Jui correspondent à un point donné P de ï; sont 
situés sur le cône du complexe issu de P, parce que chacun d'eux est 
réuni à P par un rayon du complexe ; tous les plans, qui correspondent 
à un plan donné -x de Z, passent par les rayons du complexe contenus 
dans t: ; si l'on considère les rayons du complexe qui correspondent à 
à un rayon donné s du complexe appartenant à 2 et qui par conséquent 
le coupent, tous ceux qui passent par un point donné de s forment un 
cône du second ordre, et tous ceux qui sont situés avec s dans un plan 
aibitraire constituent un faisceau de rayons du second ordre. 

Deux quelconques de ces espaces collinéaires à 2 sont aussi collinéai- 
resentre eux; c'est seulement dans des cas particuliers, qu'ils engen- 
drent l'un avec l^autre le même complexe que chacun d'eux détermine 
avec S. 

Supposons en effet que les espaces collinéaires S, S, et 2, engendrent 
deux àdeux le complexe donné, et soientP,P„Pj trois points homologues, 
T:,7:,,rj trois plans homologues et s,s^,s^ ti'ois rayons homologues du 
complexe appartenant respectivement à :;;, 2, et S^; voici ce qui doit arri- 
ver : les points homologues P,Pi,Ps sont situés sur un seul et même 
rayon du complexe ou sur une seule et même courbe double, parce 
tpie les cônes P et P, du complexe contiennent respectivement les 
rayons PP^ et PP^ du complexe, que par suite ils passent tous deux par 
Pj et ont de plus le rayon PP, qui leur est commun ; de même les trois 
plans homologues T:,7r,,T:,, font partie d'un seul et même faisceau dou- 
ble de plans, parce que chacune de leurs trois droites d'intersection est 
un rayon du complexe, ou bien ils se coupent suivant un seul et même 
rayon du complexe; enfin les trois rayons homologues s,s,,s^ du com- 
plexe, étant tels que l'un quelconque d'entre eux coiqieles deux autres, 
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doivent être situés dans un seul et même p!an et alore faire partie du 
faisceau du complexe situé dans ce plan, ou bien ils doivent passer pai- 
un seul et même point et appartenir au cône du complexe issu de ce 
point. 

Si les plans homologues T.,T^,-r:, passent par un même rayon a du 
complexe, trois points homologues PiP^Pa de ces plans sont situés sur 
une même courbe double A-', dont a est une corde, et trois plans homo- 
logues de S,>:,,i:, passant respectivement par P,P|,Pj se coupent suivant 
une corde de k'; trois rayons correspondants quelconques du complexe, 
contenus dans ces plans, passent par un seul et même point de la corde, 
puisqu'ils doivent se couper. Donc : 

Étant donrié un système S de Vespacè, si Von construit tous les 
systèmes qui lui sont collinéaires, et qui non seulement engendrent 
avec S un complexe donné, mais qui l'engendrent également quand 
on les prend deux à deux, il se produira l'un des deux cas suivants. 

i° Tout plan de 2 forme avec tous ses plans correspondants un 
faisceau du premier ordre, dont l'axe est unrayon du complexe, tout 
point de 2 est situé avec ses homologues une courbe double et tout 
rayon du complexe constitue avec ses homologues un cône du com- 
plexe ; 

2" Ou bien, tout plan de 2 forme avec ses homologues un faisceau 
double de plans, tout point de 2 est situé avec ses homologues sur un 
rayon du complexe et tout rayon du complexe constitue avec ses homo- 
logues un faisceau de rayons du complexe. 
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Faisceaux de surfaces du second ordre. Courbes gauches 
et faisceaux de plans du quatrième ordre. 



Si deux systèmes collinéaircs de l'espace IC et ^, sont rapportés réci- 
proquement à un troisième S', le complexe de rayons engendré par ;i; 
et 2, se trouve par là même rapporté projectivement à s' et d'une 
double manière. En effet, tout point de Z' a pour correspondants deux 
plans homologues de S et Sj et par conséquent aussi le rayon du com- 
plexe suivant lequel ils se coupent; et si un point parcourt une droite quel- 
conque 3' ouunpian a'de2',lfir*yo'i correspondant du complexe décrit 
une surface réglée ou une surface conique projectiveà 3", ou bien le sys- 
tème de cordes projectif à «' d'une courbe double du complexe. D'un autre 
côté, tout plan de 2' a pour correspondants deux points homologues 
de 2 et 2, et le rayon du complexe qui les réunit ; et si ce plan pivote 
autour de l'un de ses points A', le rayon correspondant décrit le 
système d'axes d'un faisceau de pians double du complexe, projectif à 
la gerbe A'. Tout rayon du complexe de 2 et Sj a pour correspondant» 
dans 2' deux rayons qui se coupent, aussi bien que leur point d'inter- 
section et !e plan qui les réunit. Suivant l'expression usitée, le complexe 
de rayons engendré par 2 et 2, est représenté projectivement aussi 
bien dans le système de points 2' que dans le système de plans 2' 
de l'espace. 

Nous allons supposer maintenant que les espaces 2 et 2^, rédproques 
à 2', soient en involutioii avec S' et constituent avec lui deux Systèmes 
polaires ordinaires de l'espace. Ndus pouvons prendre arbitrairement 
pour leurs surfaces doubles deux surfaces quelconques du second ordre 
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qui ne soient pas des cônes et qui ne se décomposent pas en plans. Les 
théorèmes de la dernière leçon deviennent ainsi applicables aux surfaces 
du second ordre et se présentent avec une clarté et une signification 
nouvelles. On voit immédiatement que : 

Deux systèmes polaires de l'espace déterminent en général un com- 
plexe de rayons du second ordre; cecomplexe contient toutes les droites 
dont les deux plans polaires secoupent. A tout point coiTespond un rayon 
du complexe qui lui est doublement conjugué, c' est la droile d'intersection 
de ses deux plans polaires ; de même tout plan a pour correspondant 
un rayon du complexe, qui lui est doublement conjugué; c'est la 
droite qui joint ses deux pôles. 

D'après cela, un rayon g' du complexe a pour conjugués dans les 
deux systèmes polaires aussi bien un plan y qu'un point G; les deux 
polaires g et (/, de g' passent par G et sont situées dans y. Cherchons 
les deux polaires de g ; l'une coïncide avec g', l'autre est située avec g' 
dans l'un des plans polaires de G et coupe 3' en l'un des pôles de y. 
Donc : 

Le complexe de rayons se correspond à lui-même dans chacun des 
deux systèmes polaires, puisque les polaires de chaque rayon du com- 
plexe sont encore des rayons du complexe. 

Chaque point principal du complexe de rayons est le point où se réu- 
nissent les deux pôles d'un même plan ; ce plan est un plan principal 
du complexe, parce que les deux plans polaires du point principal se 
confondent avec lui. Par suite 

A chaque point principal du complexe correspond comme polaire 
dans les deux systèmes polaires un plan principal déterminé. 

Gomme dans la dernière leçon, nous excluons le cas particuher où le 
complexe de rayons comprend un nombre infini de points et de plans 
principaux. Dans ces conditions, le complexe n'a au plus que quatre 
points et quatre plans principaux réels et le tétraèdre principal qu'ils 
constituent est un tétraèdre polfûre commun aux deux systèmes 
poliùres, puisque chacun de ses sommets est le pôle de la face opposée. 
L'hypothèse que nous venons de faire, à savoir qu'il ne doit exister que 
des points et des plans principaux isolés, peut donc aussi s'exprimer de 
la manière suivante : 

Les deux systèmes polaires doivent avoir au plus un tétraèdre 
polaire ABGD commun, de sorte que les plans polaires d'un cinquième 
point ne peuvent pas coïncider. 
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Si ce téti'aèdre polaire est réel, ses sommets seront projetés de deux 
quelconques des rayons du complexe suivant des faisceaux de plans 
projectifs, et ses faces couperont deux rayons quelconques du com- 
plexe en des ponctueUes projecLives (II, page 15îî). 



Les points d'un plan quelcon- 
que 7, ont pour conjuguées dans les 
deux systèmes polaires les cordes 
d'une courbe double /c'" du com- 
plexe, laquelle passe pai" tous les 
points principaux. Réciproquement, 
les cordes et les points d'une 
courbe double quelconque sont 
doublement conjugués aux points 
et aux l'ayons du complexe con- 
tenus dans im plan. 



Les plans qui passent par un 
point quelconque ont pour conju- 
gués dans les deux systèmes po- 
laires les axes d'un faisceau double 
de plans du cfluiplexe. Récipro- 
quement, les axes et les plans d'un 
faisceau double quelconque de 
plans ont pom' conjugués doubles 
les plans et les rayons du complexe 
qui passent par un point. 



En cfl'et, lorsqu'un point parcourt le plan ■/., ses deux j)lans polaires 
décrivent deux gei'bes collinéaires et ces dernières engendrent la courbe 
double i^ et son système de cordes. Réciproquement, ai k' est donnée, 
détei-minons les points doublement conjugués à trois cordes quelcon- 
ques o, b, c de k' et joignons-les par un plan ; les points de ce plan 
ont pour conjuguées les cordes d'une courbe double qui a trois cordes 
a,0, t-, communes avec /v" et qui, par conséquent, est identique avec 
cette dernière courbe (II, page 155). 

Le complexe de rayons est engendré par deux systèmes collinéaires 
de l'espace :^ et S,, qui sont réciproques à un troisième 1' et sont en 
involutiou, de telle soi'te qu'ils forment avec i^' les deux systèmes .po- 
laires. ConstiTiisons maintenant un quatrième système de l'espace ^^, 
qui soit coUinéaire avec ^ et ^, et engendre avec chacun d'eux le 
complexe donné; i! faut (II, page 156) que trois plans homologues 
de 2, "Z, et Lj se coupent suivant un seul et même rayon du complexe, 
ou que trois points homologues de ces systèmes soient situés sur un seul 
et même rayon du complexe. 

Dans l'un et l'autre cas, on peut démontrer que S, est aussi en invo- 
hUion par rapport au système Z', qui lui est réciproque, et (ju'il coii- 
slitueavet lui un système polaire; ceci du reste est évident par soi- 
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même, quand le complexe a un tétraèdre principal réel, puisque celui-ci 
est aussi un tétraèdre polaire des deux derniers systèmes polaires. 

Dans le premier cas que nous venons d'indiquer, à tout point P de S' 
correspondent respectivement dans 2, I,, et 2, trois plaus t:, r.„ tt^ qui 
se coupent suivant un seul et même rayon du complexe et à tout 
point R de ce dernier correspondent trois plans p, p^ et p^ qui doivent se 
couper suivant un rayon du complexe passant par P, parce que P et R 
sont conjugués dans les deux systèmes polaires domiés. Or, comme 
chacun des points P et R de S' a pour coiTespondant dans 2^ un plan 
passant par l'autre point, la ponctuelle PR dei;' est en involution avec 
le fîùsceau de plans ic^p, qui lui correspond dans 2,. 

Supposons qu'un système plan e soit donné dans 2' et qu'il aii [lour 
correspondant une gerbe E, de 2j, dont le sommet ue soit pas situé 
sure; nous pourrons de cette manière trouver dans s une infinité de 
ponctuelles qui soient en involution avec les faisceaux de plans corres- 
pondants de Ej ; il résulte de là que £ et E^ sont en involution (II, page 72). 
Et comme il en sera de môme pour tous les systèmes plans de ce genre 
appartenant à 2' et pour les gerbes correspondantes de 2j, 2' et 2^ 
sont en involution, comme on l'a énoncé. 

Quant à ce. qui j'egarde le second cas, qui se déduit du premier au 
moyen de la loi de réciprocité, on peut en donner une démonstration 
directe en suivant une marche analogue. 

Si l'on a égard au dernier théorème de la dix-huilièine leçon, (II, 
page 156), il résulte de ce qui précède que : 

Étant donnés deux systèmes polaires de Vespace, ai l'on cunstruU 
tous les systèmes polaires qui engendrent soit entre eux, soit avec les 
deux systèmes donnés le même complexe que ces deux systèmes polaires 
donnés, il se produit l'un des deux cas suivants : 

i° Les plans polaires d'un point quelconque se coupent suivant un 
seul et même rayon du complexe, les pôles d'un point quelconque sont 
situés en général sur une courbe gauche du troisième ordre, dont 
le système de cordes fait partie du complexe, et les polaires d'un 
rayon quelconque du complexe foiynent un cône du complexe, qui est 
du second ordre ; 

2" Ou bien, les plans polaires d'un point quelconque constituent en 
général un faisceau de plans du troisième ordre, dont le système 
d'axes fait partie du complexe, les pôles d'un plan quelconque sont 
situés sur un seul et même rayon du complexe' et 1er. polaires d'un 
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rayon quelconque du complexe constituent un faisceau de ruijons du 
second ordre appartenant au complexe. 

Nous dirons, dans le premier cas, que toutes les surfaces doubles des 
systèmes polaires constituent un faisceau ponctuel de surfaces du 
second ordre F", ou pour abréger un faisceau ponctuel de F' ; et que 
dans le second cas, elles forment un faisceau tangentiel de surfaces de 
seconde classe O', ou un faisceau tangentiel de <ï>'. Comme, dans ces 
deux cas, deux systèmes poivres déterminent tous les autres, il en 
résulte que 

Deux surfaces de second ordre et de seconde classe déterminent un 
faisceau pondue/ de F', qui les contient, et un faisceau tangentiel de O', 
qui passe par elles. 

Puisque dans le premier cas, les plans polaii'es d'un point quelconque 
V constituent un faisceau de plans du premier ordre dont il ne passe en 
général par P qu'un plan unique ::, le point P est situé sur la surface 
double du système polaire dans lequel P est le pôle de it. Cependant, si 
P est situé sur l'axe de ce faisceau de plans, et par conséquent se trouve 
sur chacun de ses plans polaires, la surface double de chacun des sys- 
tèmes polaires passe par P. Les pôles d'un plan s sont situés en géné- 
ral sur une courbe gauche du troisième ordi'e; comme elle a au moins 
un point et au plus trois points comumns avec s, il y a au moins un 
et au plus trois des systèmes polaires dont les surfaces doubles 
soient tangentes à s (le contact ayant d'ailleurs lieu aux points d'in- 
tersection). Dont ; 



Dans un fiùsceau ponctuel de F^, 
il ne passe qu'une seule surface par 
un point ai-bitraire P, quand P n'est 
pas situé sur chacune des surfaces 
du faisceau, 11 y a au moins une 
et au plus trois surfaces du fais- 
ceau qui soient tangentes à un plan 
arbitrmre e. 



Dans un faisceau tangentiel de 
"!>', II n'y a qu'une seule surface 
tangente à un plan arbitraire t:, 
quand it n'est pas tangent à toutes 
les surfaces du faisceau. Par un 
point arbitraire, il passe au moins 
une et au plu^i trois sui'faces du 
faisceau. 



Loi-sque deux surfaces du second ordre se coupent, chacune des sur- 
faces du faisceau ponctuel de F' qu'elles déterminent passe par la courbe 
d'intersection, d'après ce qui précède. Cette courbe d'intersection s'ap- 
pelle la courbe fondamentale, la ligne double ou la hase du faisc«au 
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ponctuel de F^ C'est en général une courbe gauche du quatrième ordre, 
qui n'a pas plus de quatre points communs avec un plan quelconque, 
ni plus de deux points communs avec une droite quelconque. En effet, 
les deux surfaces ilu second ordre sont coupées par un plan suivant 
deux courbes du second ordre qui ne peuvent avoir plus de quatre 
points communs, à moins qu'elles ne coïncident, La courbe du qua- 
trième ordre peut aussi, comme nous l'avons vu (H, pages 36 et 122) se 
décomposer en deux coniques, ou en une droite et une courbe gauche 
du troisième ordre, ou bien en quatre droites ; nous ne noua occupe- 
rons pas davantage ici de ces cas particulière. 

Les plans tangents communs à deux surfaces du second ordre for- 
ment en général un faisceau de plans du quatrième ordre, tel qu'il 
ne passe pas plus de quatre de ses plans par un point quelconque P. 
En effet, les deux cônes du ';e(,ond ordre, ayant lem's sommets en P et 
circonscrits auxsuifaces données, ne peuvent avoir plus de quatre plans 
tangents communs, à moins de coïncider. La double proposition énon- 
cée ci-dessus nous donne le"- théorèmes suivants pour ces courbes gau- 
ches et faisceaux de plans du quatrième ordre : 



Par une courbe gauche du qua- 
trième ordre ft', intersection de 
deux surfaces F' et F,' du second 
oi'dre, et pai- un point quelconque 
P extérieur à A', on peut faire pas- 
ser une surface F^, du second or- 
di-e. Cette surface appartient au 
faisceau ponctuel de F^ déterminé 
par P et F,^ 



litant donné un faisceau de plana 
du quatrième ordre, circonscrit à 
deux surfaces «I»^ et <I>,^ de seconde 
classe, on peut y inscrire une troi- 
sième surface "l»', de seconde classe 
qui soit tangente à un plan arbi- 
traire donné. Cette surface*^, ap- 
partient au faisceau tangentîel 
de "t^ déterminé par ^»' et ^t>^. 



Choisissons le point P (théorème de gauche) de manière qu'il soit 
situé sur une même droite g avec deux points de la courbe A:', la surface 
F^, sera réglée, parce qu'elle contiendra trois points et par suite tous les 
points de (f. Tout plan mené par g, qui sera rencontré par /;' en deux 
nouveaux points Q et R, aura en commun avec F'^ la droite g et la droite 
QR ; cette dernière en effet a en commun avec F\ les points Q et R et 
un point de (/ ; elle est donc situé tout entière sur F'^. Donc. 

foules les cordes Qlt de la courbe gaucho du quulrièinc ordre, qui 
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coupent une corde donnée g en des points extérieurs à la courbe, con- 
stituent un système réglé ou une surface conique du second ordre. 

Si c^ cordes sont situées sur une surface conique du second ordre, 
le centre A de cette surfa«eest un point principal du complexe de rayons. 
En effet, il existe sur chaque corde un point qui est hannoniquement 
sépai-é de A pai' deux points de la courbe gauche du quatrième ordre 
et pai' suite aussi par chacune des surfaces F^ et V," ; et tous ces qua- 
trièmes points harmoniques sont situés sur le plan polaire du point A 
par rapport aux deux surfaces F' et F^^. Réciproquement : 

Si deux surfaces du second ordre, qui ont un tétraèdre polaire ABCD 



se coupent suivant une couihe 
gauche A;' du quatrième ordre, cette 
courbe est projetée de chacun des 
sommets du tétraèdre polaire sui- 
vant une surface conique du se- 
cond ordre. 



sont inscrites clans un faisceau 
de plans du quatrième ordre, ce 
faisceau sem coupé par chacune 
des faces du tétraèdre polaire sui- 
vant un faisceau de rayons du se- 
cond ordre. 



En effet, toute droite, qui réuLiitle sommet A à un point quelconque 
Q de la courbe k'', contient encore un second point R delà courbe ; et de 
plus Q et R sont harmoniquement séparés par A et par son plan polaire 
BClî. Une corde g passant par A sera donc coupée au point A par toute 
autre corde qui est située dans un même plan avec g, mais qui n"a eji 
commun avec g aucun point de la courbe h\ 

Deux courbes gauches du qua- i Deux faisceaux de plans du (|ua- 
trième ordre, A' et î', ont au plus trième ordre ont au plus huit plans 
huit points communs, ' conimiujs. 

Soient P,Q et R trois quelconques des points communs aux courbes 
gauches /;*■ et V; la corde commune VQ peut alors fitre réunie aux deux 
courbes pai' le moyen de deux surfaces réglées du second ordre qui 
auront en commun, en plus de la corde PQ, une courbe gauche du troi- 
sième ordre. 

Cette courbe gauche du troisième ordi'e, dont PÔ est une corde (II, 
page 1 04) doit passer par R et par tous les autres points différents de 
P et Q, qui sont communs à A' et T. La corde PR nous donne de 
même une seconde courbe gauclte du troisième ordre, qui doit égale- 
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ment passer par tous les points communs des courbes k" et l* différents 
de P, Q et R. Deux courbes gauches du troisième ordre, qui ne sont 
pas identiques, peuvent avoir au plus cinq points communs ; par con- 
séquent, en dehors de P, Q et R, il y a au plus cinq autres points com- 
muns aux deux courbes gauches du quatrième ordre. 

La démonstration ci-dessus montre de plus que 

Si deux courbes gauches du quatrième ordre ont huit points com- 
muns, et si l'on réunit six de ces points par une courbe tjauchc du 
troisième ordre el les deux autres par une droite, cette droite est une 
corde de la courbe gauche du troisième ordre*^. 

Si dans la démonstration du théorème précédent on rfimplace la courbe 
gauche du quatrième ordre k^ par une courbe gauche du troisième 
ordre et l'une de ses cordes, on déduit par la même méthode que 

Une courbe gauche du troisième ordre et une courbe (/miche du qua- 
trième ordre ont auplus six points communs. 

D'après cela, une courbe gauche du troisième ordre est rencontrée en 
six points au plus par une surface du second ordre qui ne passe pas 
par elle. 



Trots surfaces du second ordre, 
qui n'ont en commun ni une 
droite, ni une courbe dv second, 
du troisième ou du quatrième 
ordre, ont au plus huit points 
commune . 



Trois surfaces deseconde classe, 
dont, les plans tangents com- 
muns ne forment pas un faisceau 
du premier, du second, du troi- 
sième ou du quatrième ordre, ont 
au plus huit plans tangents com- 
muns. 



En effet, quand l'une des trois surfaces du second ordre est coupée 
par les deux auti'es suivant des courbes gauches du quatrième ordre, le 
théorème de gauche est une conséquence immédiate des précédents. Si 
l'une des deux courbes d'intersection, ou chacune d'elles, se décompose 
en des droites ou des coniques, ou en une droite et une courbe gauclie 
du troisième ordre, la démonstraiion, très facile du reste, du théorème 
se déduit en partie des théorèmes précédents et en partie des propriétés 
connues des courbes du second, du troisième et du quatrième ordre. 



1. Ceite propriété importante des huit points d'intersection de trois surfaces du second 
nrdre a été énoncée ponr la première fois par Hl^sse (Journal de Crelle. t. 36). 
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Sept points quelconques déterminent en général un huitième point. 
qui est situé sur toutes les surfaces du second ordre passant par les 
sept points donnés'. 

Si, parmi les sept points donnés, trois sont situés sur une droite et 
cinq sur une conique, ou s'ils sont tous les sept sur une courbe gauche, 
du troisième ordre, tout point de cette ligne du premier, du second ou 
du troisième ordi'e peut être considéré comme te huitième poiiil 
déterminé (incomplètement) par elle. S'il ne se produit aucun de ces 
cas particuliers, on trouvera le huitième point par la construction 
linéairequi suit. Par six des sept points donnés on fait passer unecourbe 
gauche du troisième ordre et par le septième point on lui mène une 
corde s (II, page 101) ; puis on recommence la même construction en 
remplaçant le septième point dont on vient de se servir, par l'un des àx 
autres ; les deux cordes s, que l'on obtient ainsi, se coupent suivant le 
huitième point cherché. La corde consti-uite en premier lieu a le point 
ainsi déterminé qui lui est commun avec une surface quelconque du 
second ordre menée par les sept points; cela résulte immédiatement de 
l'un des théorèmes précédents et de ce que la corde peut être réunie à 
la courbe gauche correspondante du troisième ordre par un faisceau de 
surfaces du second ordre. 

Par huit points quelconques de i'espace, dont cinq ne sont pas conte- 
nus dans un même plan, ni trois situés sur une même droite, on ne 
peut en général faire passer qu'une seule courbe du quatrième ordre: 
car lorsque deux de ces courbes se coupent suivani ces huit points, les 
points ont une position particulière, puisque toute courbe du troisième 
ordre, qui passe parsix d'entre eux, a pour corde la droite qui joint les 
deux autres. Nous pouvons considérer la courbe gauche du quatrième 
ordre comme constraite, du moment qu'on nous donne deux surfaces 
quelconques du second ordre qui se coupent suivant cette courbe ; et 
nous aurons effectivement deux surfaces de ce genre en résolvant le 
problème suivant : 

Faire passer des surfaces réglées du second ordre par huit points 
donnés quelconques, dont six ne sont pas dans un même plan ni 
quatre sur une même droite. 



1. Les sommclE de <ieu\ tétraèdres polairos quelconques d'un système polaire de l'es- 
pace constituent (It, page 70| un groupe de huit points par lesquels on peut faire passer 
un nombre doublemout infini de surfarea du second ordre. 
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Si trois quelconques des points donnés sont BÎtués sui' une droite g, 
celle-ci appartient à chacune des surfaces cherchées. Si en même temps 
les cinq autres points sont dans un même plan s, et par suite sur une 
même conique -a, qui peut aussi se composer de deux droites, toute 
surface du second ordre menée par les huit points se décompose en deux 
plans, et e est Tun deux ; en etîet, e a en commun avec la surface six 
points qui ne sont pas situés sur une înême conique. Si les huit points 
sont sur quatre droites passant par un seul et même point et dont l'une 
contient trois de ces points, ces droites sont situées sur toutes les surfaces 
du second ordre payant par les huit points et ces surfaces sont des 
cônes. Dans tous les autres cas, le problème peut se résoudre comme il 
suit : 

Parmi les huit points, on peut en général en choisir six de différentes 
manières, de telle sorte que quatre d'entre eux ne soient pas dans un 
même plan. Nous réunissons ces six points par une courbe gauche du 
troisième ordre, par le septième et le huitième point nous lui menons 
des cordes et enfin par ces cordes et la courbe gauche du troisième 
ordre nous faisons passer une surface réglée. Un autre groupement 
des huit points donnés nous fournit une seconde surface réglée. Le 
groupement supposé n'est quelquefois inadmissible que lorsque les 
huit points sont situés sur les quatre cotés a,b,c,d d'un quadrilatère 
gauche. Dans ce cas, nous coupons deux côtés opposés a et c du 
quadrilatère par une droite f qui ne passe par aucun des quatre 
sommets ; le système régie auquel appartiennent les trois rayons b,d,f 
est alors situé sur une surface réglée passant par les huit points. 



Par neuf points donnés quel- i Mener nne surface i 
conques, mener une surface du classe tangente à neuf plans don- 
second oj'dre. I m's quelconques. 

Par huit des pointsdonnés nous menons deux surfaces l'églées F' et F,^ 
et nous cherchons ensuite la surface F,' du faisceau déterminé pai" 
F^ et F,^ qui passe par le neuvième point. Noua verrons plus loin (11, 
pages 173-176) comment on peut construire très simplement cette 
surface F\. 

Par neuf poinla quelconques i Par neuf plans quelconques 
donnés, on peut mener une sur- donnés, on peut faire passer une 
face du second ordre cl, en qéné- \ (jerbe de plans du second ordre et 
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rai, on ne peut en mener qu'une 1 en {jénéral on n'en peut faire pas- 
sevle. I ter qti' une seule . 

En effet, s'il passe plusieurs surfaces du second ordre par les neuf 
poiiils, ceuK-d sont situés sur une courbe gauche du quatrième ordre 
suivant laquelle se coupent deux quelconques de ces surfaces et qui peut 
aussi se décomposer en lignes d'ordre moins élevé. Il convient aussi de 
i-emai-quer que la surface peut se décomposer en deux plans pour des 
positions particuiièi'es des neuf poiuts, par exemple, quand six d'entre 
eux sont situés dans un même plan. 
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Projectivité des faisceaux ponctuels de surfaces F' 
et des faisceaux de coniques. 



Dans la dernière leçon et à la fin de la quatorzième, nous sommes 
arrivés à des ffùsceaux de surfaces du second ordre qui, entre autres 
propriétés, possèdent les suivantes : 

Les plans polaires d'un point quelconque P par rapport à tontes les 
surfaces du faisceau forment un faisceau de plans du premier ordre. 
Dans le cas seulement où P est un point principal du faisceau de sur- 
faces, tous ses plans polaires se confondent. 

Nous prenons ce théor(:me comme point de départ d'une théorie 
des faisceaux ponctuels de F'. La loi de réciprocité nous permettra 
d'étendre immédiatement tous les théorèmes que nous trouverons 
aux faisceaux tangentiels de surfaces de seconde classe, dont nous 
étudierons du reste un cas pai'ticulier dans la vingt-troisième leçon. 
Dans la leçon précédente, noua avons déduit des théorèmes ci-dessus 
mentionnés que, par chaque point de l'espace n'appartenant pas 
aux surfaces du faisceau, il ne passe qu'une seule de ces surfaces. 

Nous dirons maintenant que deux points sont conjugués par rapport 
au faisceau ponctuel deF', quand chacun d'eux est situé sur tous les 
plans poljûres de l'autre. Le théorème ci-dessus peut donc aussi dans 
un certain sens être énoncé comme il suit : 

Deux points sont conjugués par rapport à un faisceau ponctuel de 
/*", quand ih sont conjugués par rapport à deux surfaces de ce fais- 
ceau. 
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Un point P de l'espace a donc pour conjugués tous les points d'une 
droite p qu'on peut consti-uîre à l'aide de deux surfaces quelconques 
F' et F,* du faisceau ; car les plans polaires du point P par rapport 
aux deux surfaces F* et F^^ se coupent suivant;). Si maintenant P décrit 
une droite g, ses deux plans polaires par rapport à F^ et F,^ décrivent 
deux faisceaux de plans projectifs à g et la droite p conjuguée à P 
décrit elie-même une surface conique du second ordre ou un système 
réglé, suivant que les axes des deux faisceaux de plans se coupent ou 
ne se rencontrent pas. Il résulte de là que : 

tes droites, conjuguées aux points d'une droite quelconque g par 
rapport à un faisceau de F', constituent une surface conique du second 
ordre ou un système réglé projectif à g. Dans te premier cas, les 
polaires âe % par rapport aux surfaces du faisceau sont situées sur 
la surface conique du second ordre ; dans le second cas, elles sont les 
directrices dit système réglé. Au lieu de la surface conique du second 
ordre, nous n'avons plus que deux plans, quand g contient un point 
principal du faisceau de surfaces. 

La droite g peut être considérée comme la dioite qui réunit deux 
points quelconques P et Q de l'espace, auxquels sont conjuguées deux 
droites p et q. D'après le théorème précédent, la polaire de g par rap- 
port à une surface quelconque F' du faisceau est située sur une surface 
conique du second ordre passant par p et q, ou sur un système réglé 
dont p et p sont deux directrices ; de plus, la polaire de g sera projetée 
de p et ç par deux plans qui sont les plans polaires de P et Q par rap- 
port à la sui-face F^ Or comme une surface conique est projetée de 
deux de ses rayons et un système réglé de deux de ses directrices sui- 
vant des fïùsceaux projectifs de plans, on voit que : 

Ijes deux faisceaux de plans p et q, formés par les plans polaires de 
deux points quelconques P et Q, sont projectifs, si l'on fait correspondre 
deux à deux les plans qui sont les plans polaires de P et Q par rap- 
port à une seule et même surface f du faisceau. 

Les plans polaires de quatre points arbitrîùres forment quatre fais- 
ceaux projectifs de plans et il existe en général (II, page 105) au 
plus quatre points où se coupent quatre à quatre les plans homolo- 
gues de ces faisceaux. Nous déduisons de là (voir aussi II, page 165) 
que 

Le faisceau ponctuel de F' renferme en général tout au plus quatre 
surfaces coniques du second ordre. 
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En effet, les plans polaires des quatre points par rapport k une sur- 
face conique se coupent au sommet de cette dernière. 

L'avant-demier théorème sert de base à la dérinitio» suivante : 

Quatre surfaces du faisceau ponctuel de F'^ sont dites harmoniques, 
quand les quatre plans polaires d'un même point, et par suite de tout 
point arbitraire, par rapport à ces surfaces, forment un faisceau 
harmonique de plans. 

Nous exceptons tout naturellement ici les points pi'incipaux du fais- 
ceau, parce que leurs plans, polaires coïncident. Nous pouvons de plus 
appliquer aux faisceaux ponctuels de F^ la définition générale de lapro- 
jectivité (II, pages 51 et 129) et par suite les rapporter projectivement 
à des formes élémentaires quelconques. Par exemple, faisons correspon- 
dre chaque surface F^ du faisceau au plan qui est le plan polaire d'un 
point arbitraire P pai' rapport à F^ le f^ûsceau de surfaces sera rapporté 
projectivement au faisceau de plans ; et au moyen de ce faisceau de 
plans, nous pourrons rapporter projectivement le faisceau de surfaces à 
une autre forme élémentaire quelconque. Par exemple, ou voit immédia- 
tement ainsi que 

Les polaires d'une droite g par rapport au faisceau de surfaces for- 
ment une surface conique du second ordre ou un système réglé projec- 
tifau faisceau. 

La surface réglée du second ordre, sur laquelle ces polaires sont 
situées, a au plus huit points communs (II, page 166) avec la courbe 
d'intersection k* de deux courbes quelconques du faisceau. Chacun de 
ces points est le point de contact d'un plan tangent qu'on peut mener 
par g à fe'. Une droite quelconque rencontre donc au plus huit tangentes 
de la courbe gauche k" du quatrième ordre. 

Nous construirons le pôle d'un plan quelconque pai' rappoit au 
ftùsceau de surfaces, en choisissant arbitrah'ement dans ce plan les 
sommets P,Q,R d'un triangle et en cherchant le point de rencontre 
de leurs plans polaires par rapport à chacune des surfaces du fais- 
ceau. 

Les trois faisceaux de plans, formés par ces plans polaires sont pro- 
jectifs au faisceau de surfaces et projectifs Bntre eux. Donc i 

Les pôles d'un plan quelconque par rapport aux surfaces d'un fais- 
ceau ponctuel (le F' forment en général une courbe gauche du troisième 
01-dreprojective au faisceau. Les points du plan sont conjugués aux cordes 
de la courbe {II, pages 103-104). Le plan est tangent à trois surfaces 
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du faisceau au plus; les points de contact sont situés sur la courbe 
gauche. 

Nous arrivons encore au mènie résultat en déterniinaiU ie.-; j)laus 
polaires de cliatiue [)oiiit du |>lati pai' rapport ù, deux surfaces (iiielcon- 
(|ues du faisceau. Nous obtenons ainsi deux gerbes collinéaires qui 
eiigeudreut la courbe gauche du troisième ordre et sou système de 
cordes. Le cas où le plan passe par un point principal du faisceau con- 
stitue une exception au théorème. Soit R ce point principal et p son plan 
polaire par rapport à toutes les surfaces du faisceau . Les deux faisceaux 
des plans polaires de P et Q engendrent alors nue surface réglée ou 
conique du second ordre projective au faisceau de surfaces et qui a 
en commun avec p tous les pôles du plan donné ; donc 

Les pôles d'un plan passant par Vun des points principaux du fais- 
ceau de surfaces constituent une conique projective à ce faisceau. 

Il se produit encore un cas d'exception facile à reconnaître quand le 
])laii contient deux points principaux, ou quand il est lui-même un plan 
principal du faisceau. 

Les théorèmes précédents nous ont déjà conduits dans la dernière 
leçon à cette conclusion que tout plan est tangent au moins à une sur- 
face et au plus à trois. Si le plan donné est situé à l'infini, ses 
pôles coïncident avec les centres des surfaces du second ordre; ou 
autrement dit 

Les centres de foules les surfaces d'un faisceau ponctuel de F^ sont 
situés sur une courbe gauche du troisième ordre ou sur une conique 
suivant que le faisceau n'a pas de point principal à l'infini où qu'il 
en a un. Donc, en général, le faisceau ponctuel de F' contient auplus 
trois paraboloïdes et au moins un. 

L'intersection d'un faisceau ponctuel de F' par un plan quelconque 
est appelée un faisceau de coniques. Par tout point du plan, non situé 
sur toutes les 'coniques de ce faisceau, il ne passe qu'une seule de ces 
courbes ; et deux points, qui sont conjugués par rapport à deux coni- 
ques quelconques du faisceau, sont conjuguées par rapport à toutes les 
coniques de ce faisceau (II, page -170). Les théorèmes (II, page 171) 
subsistent également : 

Les points qui sont conjugués aux points d'une droite g par rapport 
à un faisceau de coniques, forment en général une courbe du second 
ordre, projective à g et qui passe aussi par les pôles de g par rapport 
aux coniques du faisceau. Les polaires de deux polnls quelconques 
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P et Q du plan prises par rapport à ces coniques, forment deux fais- 
ceaux de rayons du premier ordre ; dans ces derniers, les polaires de 
P et Qpar rapport à une même conique sont deux rayons correspon- 
dants. 

Si donc oîi donne trois coniques quelconques du faisceau, la projec- 
tivité des faisceaux de rayons, foimés par les polaires de points quel- 
conques du plan, se trouve complètement déterminée et l'on peut cons- 
truire linéairement la polaire de tout point du plan par rapport à une 
conique quelconque du faisceau, du moment qu'on connaît la polaire 
d'un point arbitraire par rapport à cette courbe. Il résulte de là que 
le faisceau est entièment déterminé par ti'ois de ses coniques. 

Mais noua pouvons montrer actuellement ((ue le faisceau de coni- 
ques est défini par deux de ses courbes. Par un point P convenable- 
ment choisi lians le plan, on peut faire passer une infinité de droites 
qui ne coupent aucune des deux coniques, ou qui en rencontrent une, ou 
bien qui le coupent toutes les deux en des points réels ; et dans ce demiei' 
cas, on peut s'arranger pour que l'un des couples de points d'intersec- 
tion ne '^oit pas séparé par l'autre. Sur chacune des droites s du plan 
ainsi menées parP, il existe (I, page 181) deux points réels M et N qui 
sont conjugués par rapport aux deux coniques et conséquemraent aussi 
par rapport au faisceau de coniques; le point oii a est coupée pour la 
seconde fois par la conique du faisceau qui passe par P, est donc com- 
plètement déterminé, puisqu'il est liarmoniquement séparé de P par M 
et N. Il découle de là que la conique du faibcedu qui passe par P, et 
par suite le faisceau tout entier lui-môme, .se trouve déterminé. Ou au- 
trement dit : 

Deux faisceaux de coniques sont identiques, quand ils ont en com- 
mun deux coniques quelconques. Si deux surfaces quelconques d'un 
faisceau ponctuel de F' passent par deux coniques d'un faisceau de 
cimiqua, ce dei nur ett une section du faisceau ponctuel de F^, 

Deux comques cliowies arbitraii'ement dans le plan déterminent un 
faisceau de coniques qm passe par elles ; ce faisceau est une section de 
tout faisceau ponctuel de F^ dont deux sui-fat^es passent par les deux 
coniques 

Un faisceau de conique- dont les courbes ont un point réel commun D 
peut pai exemple être considéré comme une section d'un faisceau ponc- 
tuel de F* dont les suiiares se coupent suivant une droite et une courbe 
^autiit du 11 jisiemt oidie. Kti elfet, si Ton mène par U une droite « uoii 



y Google 



FAISCEAUX DE SURFACES F* ET FAISCEAUX DE CONIQUES. 175 

située dans le piaii du faisceau et si on la réunît à deux coniques quel- 
conques du faisceau par deux surfaces du second ordre, qui se coupent 
suivant a, ces dernières ont encore en commuti une courbe gauche du 
(roisiènie ordre là, dont a est une corde ; et le fîùsceau de coniques est 
une section du faisceau ponctuel de F^ qui passe par a et fc"'. Mais nous 
avons déjà démontré (II, page 154) pour la section d'un pareil faisceau 
de F' le théorème sui\ant : 

Une droite, qui ne paxse pai' aucun point commun aux coniques 
d'un faisceau de coniques, coupe ce faisceau suivant une ponctuelle 
involutive telle que deux points conjugués de cette ponctuelle sont 
situés sur une seule et même conique du faisceau. 

D'après ce qui précède, le théorème a lieu pour tout faisceau de co- 
niques dont les courbes ont un point réel commun et il a d'ïùlleurs lieu 
au>*si pour tout autre faisceau de coniques. En effet, si deux conique'S 
d'un fîùsceau ne se coupent ou ne se touchent en aucun point réel, il 
n'y a aucune droite du plan les coupant suivant des couples de 
points qui se séparent mutuellement ; il existe donc sur chaque droite 
deux points M, N qui sont conjugués par rapport à ces deux coniques 
et conséquemment par rapport à toutes les coniques du faisceau ; ces 
deux points M et N sont les points doubles de la ponctuelle involutive 
suivant laquelle le faisceau de coniques est rencontré par la droite. 

Comme un fîùsceau ponctuel de F* a toujours un faisceau de coniques 
en commun avec un plan, il résulte du théorème précédent que : 

Un faisceau ponctuel de F^ est coupé suivant ime ponctuelle invo- 
lutive par une droite qui ne passe par aucun des points communs à 
ses surfaces ; il y a au plus deux surfaces du faisceau tangentes à la 
droite et les points de contact sont les points doubles de la ponc- 
tuelle. 

Cette propriété du faisceau ponctuel de F' nous donne une solution 
très simple d'un problème déjà posé précédemment (II, page 168) : 

Construire la surface du second ordre qui fait partie d'un faisceau 
ponctuel de F^ déterminé par deux de ses surfaces, F* et F,^, et qui 
passe par un point P choisi arbitrairement. 

Par le point P menons des droites qui rencontrent chacune des sur- 
faces F^ et F,' en deux points réels. Chacune de ces droites est coupée 
par le faisceau ponctuel de F' suivant une ponctuelle involutive, 
entièrement déterminée pai' ces deux couples de points d'intersec- 
tion; la surface cherchée passe par le point qui est conjugué à P 
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dans cette ponctuelle. — La construction n'est pas toujours direc- 
tement applicable quand les deux surfaces F^ et F,* se pénètrent 
mutuellement. Dans ce cas, nous construirons suivant la méthode 
iudiquée, une troisième surface ¥\ du faisceau, intérieure à F'; nous 
pourrons alore mener pai' P une infinité de sécantes à F^ à F,' et la 
construction donnée nous conduira à la solution cherchée. On peut s'en 
ser\'ir dans ce problème : Par neuf points donnés faire passer une 
surface du second ordre, dont la solution a été donnée à la fin de la 
précédente leçon. 

Quatre coniques d'un faisceau de coniques sont dites harmoniques, 
quand elles sont situées sur quatre surfaces harmoniques d'un faisceau 
ponctuel de F\ Les polaires d'un point quelconque du plan par rapport 
à quatre coniques harmoniques forment un faisceau harmonique de 
rayons, quand par exception elles ne se confondent pas. Il existe en 
général dans le plan d'un faisceau un point au moins et trois points au 
plus pour lesquels les différentes polaires coïncident; en effet, comme 
les droites conjuguées aux points d'un plan par rapport au ffùsceau 
ponctuel de F^ se composent en général des cordes d'une courbe gauche 
du troisième ordre, un plan quelconque en renferme au moins une et 
au plus trois. 

Nous pouvons rapporter projectivement le faisceau de coniques à une 
forme élémentaire quelconque de manière que quatre coniques liarmoni- 
t[ues du faisceau correspondent àquatre éléments harmoniques de laforine 
en question. Par exemple, fîùsons correspondre chaque conique L^ du 
faisceau à la droite qui est la polaire par rapport à k^ d'un point quel- 
conque du plan ; le faisceau de rayons formé par les polaires sera rap- 
porté projectivement au faisceau de coniques, et à l'aide d'un faisceau 
de rayons de ce genre, nous pourrons rapporter projectivement une autre 
forme élémentaire quelconque au faisceau de coniques. Ce dernier est 
aussi projecfif à tout faisceau ponctuel de F^ dont il est une section ; car 
quatre coniques hannoniques quelconques du faisceau de coniques ont 
pour correspondantes les quatre surfaces harmoniques du faisceau de 
surfaces qui passent par elles. 

Il peut aussi se produire ici le cas remarquable où chacune des sur- 
faces du second ordre n'est pas coupée par le plaji du faisceau de 
courbes ; en sorte qu'en réalité chaque conique de ce faisceau a pour 
correspondante une des surfaces du second orclre, tandis que chacune 
des surfaces n'a pas pour correspondiuile .une -conique. 'Les faisceaux 
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de rayons formés des polaires d'un point arbitraire par rapport aux 
coniques sont alors incomplets et se composent seulement d'angles ; 
cependant les relations projectives énoncées ci-dessus subsistent pour 
ces angles, Les surfaces du second ordi'e, qui ne sont pas rencontrées 
par le plan du faisceau de coniques, déterminent également dans ce plan 
un système polaire qui, à la vérité, n'a pas de courbe double mais qui, 
à beaucoup d'égards, remplace complètement une courbe du second 
ofdre. Le cas en question ne peut du reste se produire cpie loreque 
les coniques n'ont aucun point réel commun. 

Si les surfaces d'un faisceau ponctuel de F' ont un point réel U com- 
mun, une droite quelconque */, menée par U et qui n'est contenue sur 
aucune des surfaces, sera coupée par chacune d'elles en un point diffé- 
rent de U et, réciproquement, par chacun des points de g il ne doit 
passer qu'une seule surface du f<ûsceau. Je dis maintenant que : 

Si l'on mène un plan tangent à chacune des surfaces du faisceau 
ponctuel de F' au point, différent de (7, où ta droite g la rencontre, 
tous ces plans tangents forment un faisceau de plans du premier ou 
du second ordre perspectif à la ponctuelle g. 

Chacun de ces plans tangents réunit un point de g avec la droite qui 
lui est conjuguée. De plus, toutes les droites conjuguées aux points de 
g forment une surface conique ou un système réglé projectif à g 
(II , page 17 i ), et le point U est situé sur le rayon de cette forme qui lui est 
conjugué. Dans le cas de la surface conique du second ordre, le théo- 
rème découle d'une proposition démontrée antérieurement (I, page 13S), 
Dans le cas du système réglé, joignons trois points quelconques A, Jt, 
C, de la ponctuelle g aux droites qui leur sont conjuguées par des plans 
qui se coupent en un point S. Le système réglé sera projeté de S par un 
fiùsceau de plans du premier ou du second ordre, qui est projectif à la 
ponctuelle 3 et qui lui est en môme temps perspectif, pai'ce que quatre 
plans du faisceau passent par les points U, A, B, G de ^ auxquels ils 
correspondent (I, page 155). 

Chaque plan du faisceau du premier ou du second ordre contient 
aussi la polaire de g par rapport à la surface du second ordre qui est 
tangente au plan. Le faisceau de plans est donc aussi perspectif à la 
surface conique du second ordre ou au système réglé formé des polaires 
de la droite g et par suite il est projectif au faisceau ponctuel de F^ Par 
conséquent, il résulte également de là que la ponctuelle ;; est aussi rap- 
portée projectiveraent au faisceau ponctuel de F*, quand on fait corres- 
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pondre chaque surface au point de 7 difféient de U par lequel elle 
passe. Par analogie avec les théoièmes précédents nous dirons dans 
ce cas que la ponctuelle g est perspective au faisceau de surfaces, ou 
qu'elle en est une section; nous obtenons inisi ce théoième : 

Toutes tes droites^ qui contiennent un point commun atus surfaces 
du second ordre, mais qui n'appaitieiirunt a aucune de ces surfaces, 
sont coupées par le faisceau de surfaces suivant des ponctuelles pro- 
jectives ; ces ponctuelles sont aussi pi ojectiie>> a ce faisceau et de plun 
elles lui sont perspectives. 

Nous avions déjà énoncé précédemmenl {II, page 154) ce même 
théorème pour les fwsceaux de coniques en ce r{u il a d essentiel, quoi- 
que sous une autre forme. La démonstration se simplifie quand la 
droite g est contenue dans un plan principal du faisceau de surfaces. 

La projectivité que l'on peut établir entre les faisceaux de surfaces 
du second ordre et des formes élémentaires quelconques nous conduit 
aune quantité de problèmes nouveaux et intéressants. Nous n'énonce- 
rons que ceux qui suivent : 

Quel est l'ordre de la surface engendrée par un faisceau ponctuel 
de F' et par le faisceau de plans du premier ordre qui lui est pro- 
iectif? 

La surface engendrée contient chaque conique qui est commune à 
une sui'face du faisceau ponctuel de F^ et au plan qui lui correspond ; 
elle contient donc l'axe du faisceau de plans et chacun des points com- 
muns aux surfaces du second ordre. Une droite qui coupe l'axe du fais- 
ceau de plans a encore, outre ce point d'intersection, deux autres points 
communs avec la surface, cpand elle n'est pas située tout entière sm' 
elle. Nous allons montrer que la surface a en commun avec une droite 
quelconque 3, qui n'est pas tout entière sur elle, au moins un point 
et au plus trois, et que pai' conséquent elle est du troisième ordre. 

La droite g est coupée par le faisceau de plans suivant une pono 
tuelle projective à ce faisceau de plans et au faisceau de surfaces. Nous 
allons démontrer d'abord que : 

Si une forme rectiligne g est rappariée projectivement à un faisceau 
ponctuel de F' et si l'on construit pour chaque ptiint P de g son plan 
polaire par rapport à la surface ic* qui lui correspond, tous ces plans 
polaires forment un faisceau de plans du second ordre projectif à g et 
c'est seulement dans des cas tout à fait particuliers qu'ils se coupent 
suivant une seule él môme d^'oitc. 
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Nous construirons le plan polaire du point P de 3 par rapport à la 
surface r^ qui lui correspond en joignant la polaire de g par rapport à r:^ 
avec la droite qui est la conjuguée du point P par rapport au fais- 
ceau de surfaces. Mais les points de g ont pour conjugués les rayons 
d'un système réglé ou d'une surface conique du second ordre projectivc à 
g et les polaires de g forment elles-mêmes un second système réglé ou 
une seconde surface conique du second ordre projeetive au fïùsceau de 
surfaces. Les deux formes de rayons, que nous obtenons mnsi, sont 
projectives, parce que la forme rectiligne et le ffûsceau de surfaces sont 
projectifs et elles engendrent (I, page 158) en général un faisceau de 
plans du second ordi-e projectif à g, parce que, dans le premier cas, 
chacun des système réglés est le système directeur de l'autre et parce 
que, dans le second cas, les deux surfaces coniques sont situées l'une 
sur l'autre (II, page 171). Les plans polaires en question qui joignent 
deux à deux les rayons correspondants ne passent par une seule et 
même droite que si, dans le dernier cas, les surfaces coniques du se- 
cond ordre sont en situation involutive. Nous ne nous étendrons pas 
davantage sur ce pomt, parce que le second cas ne peut se produire 
([ue pour une situation pai'ticulière de la droite g. 

La ponctuelle g est perspective au faisceau de plans du second ordi'e 
que nous venons de trouver, ou bien il y a au moins un des points 
de g et au plus trois qui sont situés daus les plans correspondants du 
faisceau (I, page 154) ^ Chacun de ces points est conjugué à lui-même 
par rapport à la surface qui lui correspond dans le faisceau ponctuel 
de F'; autrement dit : 

Quand une forme rectiligne g est rapportée projectivemetit à un 
faisceau ponctuel de F', il y a au plus trois points et au moins un 
point de g qui sont situés sur les surfaces du second ordre qui leur 
correspondent, à moins que la forme rectiligne ne soit perspective au 
faisceau de surfaces. 

La solution du problème posé plus haut peut s'énoncer sous la forme 
du théorème suivant : 

Un faisceau de surfaces du second ordre engendre avec un faisceau 



1. Si deuï surfaces coniques du second ordre en iovolulion correspuiidcHt à la droite 9, 
nous arriverons avi même réaullat de la manière suivante. De l'axe d'involution des sur- 
faces coniques nous projetterons la ponctuelle g suivant un foisceau de plsns, (^c dernier 
est projectif aux surfaces coniques et par conséquent au moins un Et au plus trois de ses 
plans passant par le» rajous corccÈpondants des aurlaoos. 
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de plans du premier ordre^ qui lui est projectif, une surface du troi- 
sième gui a au moins un point et au plus trois points communs avec- 
toute droite qui n'est pas située sur elle. Cette surface du troisième 
ordre passe par tous les points communs aux surfaces du second 
ordre etpar l'axe a du faisceau de plans. Les plans de ce faisceau 
la coupent suivant des coniques, qui déterminent elles-mêmes sur 
Vaxe a une ponctuelle involulive. 

Si ie ffdsceau de plans se compose des plans polaires (.l'un point 
quelconque par rapport aux surfaces du second ordre du faisceau, on 
en déduit que : 

Les points de contact de toutes les tangentes que Von peut mener 
d'un point quelconque aux surfaces d'un faisceau ponctuel de F* sont 
situés sur une surface du troisième ordre. Cette surface passe par le 
point en question, par la droite a qui hti est conjuguée, et elle a eu 
commun avec tout plan mené par a soit celte droite seule, soit celle 
droite et une conique ; elle passe en outre par tous tes points communs 
aux surfaces du second ordre. 
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Axes des coniques situées sur une surface du second ordre. 
Normales de la surface du second ordre. 



Nous alions faire une nouvelle application des théorèmes de la dix- 
huitième leçon relatifs au complexe tétraédral de rayons, en montrant 
que les normales d'une surface du second ordre et les axes de toutes 
les coniques contenues sur la surface constituent un complexe de ce 
genre. Nous veiTons ainsi que les théorèmes les plus importantsquei'on 
connaît jusqu'ici sur ces nonnales et ces axes se relient très simplement 
les uns aux autres. Nous n'excluons dès à présent de notre étude que 
le cas où la surface donnée du second ordre est tme surface <^ylin- 
d ri que. 

La polaire d'une normale à la surface du second ordre, c'est-à-dîi'e 
d'une droite perpendiculaire à uh plan tangent à la surface en son point 
de contact, est située dans ce plan tangent et conséquemmentest perpen- 
diculaire à la normale. Si donc nous cherchons toutes les droites de 
l'espace qui sont perpendiculaires à leurs polaires, les normales à la sur- 
face du second ordre seront comprises parmi elles. A ces droites 
appartiennent aussi les axes de toutes les coniques situées sur la surface ; 
en effet, un pareil axe est conjugué à toutes les droites qu'on peut lui 
mener normalement dans le plan delà conique; et comme le point à l'in- 
fini par lequel passent ces droites doit aussi être situé sur la polaire de 
l'axe (II, page 44), cette polaire est encore perpendiculaire à l'axe, sans 
cependant le couper. Réciproquement, toute droite de l'espace, qui est 
normale à sa polaire, est l'axe d'une conique de la surface du second 
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ordre ou bien encore d'un système polaire plan qui fait partie du système 
polaire de l'espace détenniné par la surface ; le plan de ce système 
polaire passe par la droite et est parallèle à sa polaire. Si la droite est 
coupée par sa polaire, toutes deux sont situées dans un plan tangent à 
la surface du second degré et leur point d'intersection coïncide avec le 
point de contact ; la conique, dont elles peuvent être considérées comme 
les a\e>- se réduit iu point de onticl ou encore i une on i deux 
droites deli suit'ice du second ordie 

Les troi'.axes pniicipiux de toute 'lUifaie conique du second oidre, 
ciiconbcnte \ K surfice donnt^e du second oidre iont également partie 
des dioites que nous considérons ici En effet tes trois ixespiincipaux 
se coupant ^ angle dioit et étant conjugués deux d deux la polmre 
de chacun d eux est située dans le plan des deux luti&s et est peipen- 
diiulaiK, àl axe auquel elle coirespond 

Toute droite qui est noimale à sa poivre peut être considérée 
oniine un axe principal dun paieil cône cir onsrnt ou encoie d'une 
gerbe poliùre, qui appartient au système polaire de l'espace déter- 
miné par la surface du second ordre ; cette droite est coupée au centre 
du cône ou de la gerbe par un plan qui lui est pei'pendiculaire et qui 
passe par sa polaire. 

En raison de ce qui précède, nous dirons que toute droite de l'espace 
qui est normale à sa polaire est un axe de la surface du second ordre; 
nous pouvons résumer ce qui précède de la manière suivante : 

Les axes de toutes les coniques situées sur la surface du second 
ordre, les axes principaux de toutes les surfaces coniques qui lui sont 
circonscrites et toutes les normales à la surface du second ordre sont 
des axes de cette surface, c'est-à-dire sont perpendiculaires à leurs 
polaires respectives. Rédp'oguement, tout axe de la surface est à la 
fois un axe d'un système polaire plan et d'une gerbe polaire qui ap- 
partiennent tous deux au système polaire déterminé par la surface du 
second ordre. Les axes de la surface sont conjugués deux à deux dans 
ce système polaire. 

Une surface du second ordre, qui n'est pas de révolution, a trois 
pians de symétrie, qui se coupent normalement suivant les axes prin- 
cipaux (11, pages 49 et 51) et un centre; ou bien, elle n'a que deux 
plans de symétrie, qui se coupent normalement suivant un axe et c'est 
un paiaboloïde qui n'a pas décentre. Comme les droites, perpendicu- 
Idiie^ a un plan de symétrie, sont en même temps perpendiculaires à 
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leurs poliùres, puisque ces dernières sont situées dans le plan de symé- 
trie, il s'ensuit que : 

Toute droite, qui est située dans un plan de symétrie ou qiiî lui est 
perpendiculaire, est un axe de la surface du second ordre. 

Un diamètre quelconque de la surface du second ordre n'est pas en 
général perpendiculaire au plan qui lui est conjugué; cependant, dans 
chacun de ces plans, il y a des rayons perpendiculaires, au diamètre 
correspondant. Comme ces rayons sont en même temps conjugués au 
diamètre, le plan mené par le diamètre pai'allèiement à ces rayons 
coupe la surface du second ordre suivant une conique dont le diamètre 
est un axe ; ou bien encore ce plan est le îieu d'un système polaire plan, 
aux axes duquel le diamètre appartient. Donc : 

Tout diamètre de la surface du -lecond ordre est aussi un de ses 
axes. 

Quand la surface du second ordre a un centre, chacun de ses axes 
principaux est perpendicuiaii'e à un plan de symétrie; mais, si la surface 
est un paraboloïde elliptique ou hyperbolique, tous les diamètres sont 
parallèles à son axe principal. Des deux derniers théorèmes, iî résulte 
donc que : 

Toute droite parallèle à un aj-e principal est un aa-e de In surface 
du second ordre. 

Par tout point P de l'espace, il passe un nombre infini d'axes de Sa 
aui'face du second ordre et l'mi d'eux est la droite n qu'on peut amenei- 
par P perpendiculairement à son plan polaire r. Soit n^ la polaire de n 
située dans k et cherchons d'abord tous les autres axes situés dans ce 
même plan •ic. Chacun d'eux est perpendiculaire au plan polaire du point 
o£i il est coupé par n, ; car ce plan polaire, en outre de n, contient aussi 
la polaire de l'axe, c'est-à-dire deux droites perpendiculaires à cet axe. 
Nous trouverons donc tous les axes contenus dans x en abaissant de 
chaque point de la droite n^ une perpendiculaire sur son plan polaire. Ces 
plans polaires forment un faisceau n projectif à la ponctuelle n, ; il en 
résulte alors que toutes ces perpendiculaires passent par un même 
point ou enveloppent une parabole. En effet, nous pouvons rapporter 
projectivement la ponctuelle à l'infini du plan it au faisceau de plans n 
de telle sorte que chaque plan du faisceau soit perpendiculaire à la direc- 
tion sur laquelle est situé le pointcorrespondant à l'infini. Parce moyen 
la ponctuelle à l'infini est rapportée projectivement à la ponctuelle n^ 
et elle engendre avec elle le système de perpendiculah'es en question. 
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Ces dernières enveloppent en général une courbe du second ordre aux 
tangentes de laquelle appai'tiennent aussi n^ et la droite à l'infini ; c'est 
donc une parabole. Les axes qui passent par le point P sont les polaires 
des axes situés dans le plan t: et comme ces derniers enveloppent une 
parabole, les premiers sont situés sur une surface conique du second 
ordre. En ayant égard àce qui précède nous pouvons alors énoncer les 
théorèmes suivants : 

Les axes, qui sont situés dans un plan s donné, enveloppent vne 
parabole; cette courbe est tangente aux droites suivant lesquelles t. 
coupe les plans de symétrie de la surface du second ordre. 

Les axes, qui passent par un point P donné, forment une surface 
conique du second ordre ; cette surface passe par les normales que Von 
peut abaisser de P sur les plans de symétne de la surface du second 
ordre et par un diamètre de cette surface. 

La démonstration de ces théorèmes a fiùt pressentir que la parabole 
peut aussi se réduire à un point, de sorte qu'à la place de ses tangentes 
nous aurons dans ce cas un faisceau de rayons du premier ordre ; la 
surface conique P peut aussi se réduire à un faisceau de rayons du pre- 
mier ordre. C'est ce qui devra arriver, par exemple, pour tout point P 
et tout plan it, quand la surface du second ordre est de révolution, parce 
qu'il existe alors une infinité de plans de symétrie qui se coupent sui- 
vant un axe principal A. D'après les théorèmes qui précèdent, dans ce 
cas, toute droite qui est dans un même plan avec l'axe de révolution h 
ou qui lui est perpendiculaire, est un axe. Dorénavant nous exclurons 
les surfaces de révolution de nos considérations. 

Sur un axe quelconque, qui n'est ni un diamètre de la surface du 
second ordre, ni une perpendiculaire à un plan de symétrie, prenons 
deux points propres M et N qui ne soient pas situés dans des plans de 
symétrie. Les deux cônes d'axes, qui ont leurs sommets en M et N, se 
coupent suivant, la droite MN et suivant une courbe gauche ft'' du troi- 
sième ordre. Cette courbe A:" a trois points à l'infini, qui sont les pôles 
des plans de symétrie ou les points à l'infini des axes principaux ; en 
effet, les droites, issues de M et N, qui sont perpendiculaires aux plans 
de symétrie ou bien encore parallèles aux axes principaux, sont égale- 
ment des axes et se coupent deux à deux en ces trois points à l'infini. 
Quand la surface a un centre, ce point est aussi situé sur la courbe 
gauche du troisième ordre. Un troisième cône d'axes quelconque, dont 
le sommet est situé sur la courbe k^ doit passer pai" cette courbe, 



y Google 



COMPLEXE DRS AXES d'cNE SURFACE DU SECOND ORDRE. 185 

parce qu'il contient les cinq axes qui joignent à M, à N et aux trois 
points de la courbe situés à l'infini. Donc : 

Il y a une infinité de courbes gauches du troisième ordre, dont les 
tange7ites et les cordes se composent uniquement d'axes de la surface 
du second ordre. 

Toutes ces courbes ont en commun trois points à l'infini {les pôles 
des plans de symétrie et les points à l'infini des axes principaux) et 
le centre delà surface du second ordre, quand celle-ci en a un. 

Étant données deux de ces courbes gauches du troisième ordre, et 
par suite aussi une infinité de cônes d'axes ne passant pas tous par une 
seule et même courbe gauche, les cônes d'axes engendrent une infinité 
d'autres courbes gauches du même genre. Ces dernières déterminent 
dans un plan arbitraire une infinité d'axes, et par conséquent aussi le 
faisceau du second ordre que constituent tous les axes contenus dans le 
plan ; tous les ax:es de la surface du second ordre sont donc complète- 
ment déterminés pai- ces deux courbes gauches du troisième ordre. Si 
les deux courbes sont situées sur un seul et même cône d'axes, on peut 
les regarder comme des courbes doubles d'un complexe de rayons 
engendré par deux systèmes collinéaii-es de l'espace. Mais d'après ce 
qui précède, ce complexe doit contenir tous les axes de la surface du 
second ordre et se compose de ces axes. Donc : 

Les axes d'une surface du second ordre constituent un complexe de 
rayons qni peut aussi être engendré par deux systèmes colliniaires de 
l'espace. Si la surface a un centre, ce point et les trois points à l'infini 
surles axes principaux forment le tétraèdre principal du complexe; si au 
contraire la surface du second ordre est un paraboloïde, le complexe de 
rayons n'a que trois points principaux (qui sont les pôles à l'infini des 
deux plans de symétrie et le point à l'infini de Vaxe principal) et trois 
plana pnncipau:». {qui sont les plans de symétrie et le plan à l'infini). 
Leb theoièmes de la di\ huitième leçon sur le complexe de rayons du 
second oidre s appliquent donc aussi au complexe des a\es d'une sur- 
face du «wcond oïdie pai exemple, ce théorème que les rayons du 
complexe qui passent pai un pomt f ou sont situes dans un plan k ne 
constituent deu\ faisceaux de i ij jus du premier ordre que si P est 
situé dans un plan piiniipal ou si-r passe par un point principal. 

Cependant en laison de leur raiporlance, nous allons démontrer 
en oie une fois et dnectemenf les différents cas de ce théorème pour 
1 complexe des axes d une suifice du second ordre. 
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Les axes qui sont contenus dans un plan diamétral de la snrfacedu 
second ordre forment un faisceau, de diamètres et un faisceau de 
rayons parallèles ; et, réciproquement, tous les axes qui ont une direc- 
tion donnée sont situés dans un plan diamétral de la surface du second 
ordre. 

Supposons en effet r[ue ît soil un plan diamétral, son pôle B est situé 
à l'infini sur la direction de la corde conjuguée à ■::. Les parallèles, que 
l'on peut tracer dans 7: normalement à cette direction, sont des axes de 
la surface du second ordre et il en est de même pour leurs polaires qui 
passent par P et qui sont situées dans un deuxième plan diamétral. On 
voit, en passant, rpie : 

Les axes qui passent par deux points arbitrairement choisis sur 
un diamètre, sont deux à deux parallèles ; les deux surfaces coniques 
sur lesquelles ils se trouvent sont tangentes suivant ce diamètre et 
passent par la même conique à l'infini. 

Les paraboles, qui sont enveloppées par tous les axes situés dans des 
plans parallèles, sont des sections d'une surface conique ou cylindri- 
que, dont les rayons se composent de diamètres de la surface donnée 
du secondordre. 

Quand un point P est situé dans un plan de symétrie y de la 
surface du second ordi'e, tout rayon mené par P dans y est un axe de 
la surface ; la surface conique sur laquelle se trouvent tous les axes 
passant par P se décompose donc en deux faisceaux de rayons. L'un 
d'eux est contenu dans y, l'autre passe par l'axe qui est normal en P 
au plan de symétrie y. Donc : 

Les axes passant par un point quelconque d'un plan de symétrie y 
constituent deux faisceaux de rayons ; l'un d'eux est contenu dans y *■/ 
l'autre dans un plan normal à y- 

On déduit de ce théorème que : 

Si la droite n est perpendiculaire au plan de symétrie y, les axes 
qui sont coupés par n forment des surfaces coniques du second ordre 
dont les sommets sont situés sur n et qui ont en commun avec y une 
seule et même hyperbole équilalère. 

En effet, une quelconque de ces surfaces coniques a en commun 
avec Y une hyperbole qui passe par le point d'intersection de n et de y 
et par le centre de la surface du second ordre, quand ceile-ci en a un, 
et dont les asymptotes sont l'une parallèle, l'autre perpendicultùre à un 
plan de symétrie différent de Y' D'après le théorème précédent, toute 
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droite qui unit uii point de l'hyperbole à un point de la droite est éga- 
lement un axe de la surface du second ordre. On en déduit aussi ce 
théorème : 

Les axes, quicoupent un plan de symétrie-^ suivant une droite g située 
dans ce plan , sont tangents à un cylindre prabolique perpendicu- 
laire à-^; ou bien quand g est normale à un second plan de symétrie 
^{^, elles coupent une droite g, contenue dans -(^ et perpendiculaire à y. 

Dans le dernier cas, toutes les droites qui coupent g et g, appartien- 
nent au complexedes ases. Si des points oii un axe quelconque a de la 
surface du second ordre coupe les deux pians de symétrie 7 et -;, on 
abaisse des perpendicaires sur l'axe principal -i-v^, on obtient deux droi- 
tes correspondantes g et g^. Si l'axe « décrit dans un plan diaméti'al un 
faisceau d'axes parallèles, ces deux perpendiculaires décrivent deux 
faisceaux de rayons parallèles projectifs dans ■( et Yi ; les distances des 
droites g et g^ au centre de la surface sont entre elles dans un rapport 
constant ; quand il n'y a pas de centre, g et ^f, sont à une distance con- 
stante l'une de l'autre. Donc : 

Si des points oii chacun des axes d'une surface du second ordre est 
coupé par deux plans de symétrie f et yi. on abaisse des perpendicu- 
laires sur l'axe principal YY, par lequel passent y et y^, dans le cas de 
l'ellipsoïde ou de l'hyperboloïde le rapport des distances de ces deux 
perpendiculaires au centre de la surface est constant ; dans le cas 
de paraboloïde, ces deux perpendiculaires déterminent sur l'axe prin- 
cipal ff, un segment de longueur constante. 

Ce théorème et cet autre précédemment démontré que les rayons 
d'un complexe tétraédral sont coupés par les faces du tétraèdre princi^ 
cipal (ici ce sont les pians de symétrie et le plan à l'infini) suivant des 
ponctuelles projectives, nous donnent la proposition suivante : 

Les segments déterminés sur les axes d'un ellipsoïde, d'unhyperbo- 
loïde ou d'un cône du second ordre par les trois plans de symétrie 
de la surface, sont entre eux dans un rapport constant. 

Étant donnés les trois plans de symétrie et un axe quelconque a d'une 
surface du second ordre, on peut facilement construire tous les autres 
axes de la surface. Pour cela, nous cherchons les points d'inter- 
section de a avec deux plans de symétrie f et y, et de ces points 
nous abaissons deux perpendiculaires g et g^ sur l'axe principal Yf ^ ; 
toutes les droites qui coupent g et g^ appartiennent aux axes de !a 
surface. 
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Un plan diamétral quelconque S contient toujours un de ces axes qui 
coupent les droites g etg^; parmi les autres axes contenus dans 3, les 
uns sont parallèles à cet axe, les autres forment un faisceau de diamè- 
tres et par suite peuvent tous se construire. Or, comme chaque axe 
de la surface est situé dans un certfûn plan diamétral, on pourra 
toujours arriver aie construire de cette manière. Donc : 

Le complexe des axes d'une surface du second ordre est complète- 
ment déterminé, quand on donne les plans de symétrie de la surface 
et un axe quelconque a, qui n'est coplanaire avec avcun des axes 
principaux. 

Nous pouvons aller plus loin et démontrer maintenant le théorème 
important qui suit : 

Étant donné un complexe d'axes, on peut construire une infinité de 
surfaces du second ordre, qui s'y rapportent; autrement dit, il existe 
une infinité de surfaces du second ordre qui ont les mêmes axes 
qu'une surface donnée. 

Supposons le complexe d'axes défini par les plans de symétrie et un 
axe a pris ai-bitrairement, comme dans le ihéorème précédent. Nous 
menons par un point quelconque S de a un plan c perpendiculaire à a 
et nous construisons une surface du second ordre qui ait pour plans de 
symétrie les plans donnés et qui soit tangente à o au point S. La droite 
« étant une normale à cette surface, elle fiùt partie des a\es de la sur- 
face de même que tout autre rayon du complexe d axes donne Gomme 
le point S est pris sur a d'une manière tout à ffùt aibitiaiie et romme, 
pom' cette construction, nous pouvons nous servii d un autre axe quel- 
conque du complexe, le théorème sera démontré du moment que nous 
aurons prouvé qu'il est possible de construire la surface en question . 

S'il existe trois plans de symétrie, ils forment avec le pKn à l'infini 
un tétraèdre polaire de la surface cherchée ; et cette dernière se trouve 
complètement déterminée comme surface double du système polaire de 
- l'espace dans lequel, outre ce tétraèdre polaire, on donne encore le 
pôle S du plan n {II, page 78). La surface du second ordre passe par les 
huit sommets du parallélipipède rectangle dont les faces sont parallèles 
aux plans de symétrie de la surface, dont les diagonales sont divisées 
en deux parties égales par le centre M de cette surface et dont le point S 
est un sommet. Les trois faces du parallélipipède qui passent par S cou- 
pent la surface suivant des courbes du second ordre dont on connaît 
quatre points et k tangente à l'un d'eux S, qui est située dans le 
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plan 0. Ces courbes sont donc coraplètenient déterminées et elles per- 
mettent de construire la conique commune à la surface et à im 
plan quelconque. 

S'il n'y a que deux plans de symétrie et un axe jjrincipal, la surface 
cherchée est un paraboloïde elliptique ou hyperbolique. Chacun des 
deux plans que l'on peut mener par S parallèlement aux plans de syméti'ie 
coupe alors la surface suivant une parabole, dont l'axe est situé dans le 
second plan de symétrie et dont on connaît de plus le point S et sa tan- 
gente qui est située dans c. On peut donc construire chacune de ces 
paraboles. Nous déterminons de plus un point S, de telle sorte que la 
droite SSj soit perpendiculaire à l'axe principal et bissectée par lui ; 
le point Sj se trouve aussi sur la surface cherchée. Par S^ et par les 
deux paraboles qui se coupent en S et au point à l'infini sur l'axe prin- 
cipal, on ne peut faire passer qu'une seule surface du second ordre 
(II, page 56). Cette surface satisfait à toutes les conditions et c'est un 
paraboloïde, puisqu'elle est tangente au plan à l'infini au point où l'axe 
principal le rencontre. 

Par tout point S de l'espace, il passe une infinité de surfaces du 
second ordre qui ont en commun mi complexe d'axes donné. En effet, 
chacun des axes passant par S est normal en S à l'une de ces surfaces, 
et, comme nous le savons, ces axes forment une surface conique du 
second ordre. Les plans tangents à toutes ces surfaces au point S enve- 
loppent d'après cela une surface conique du second ordre. 

Leis pôles d'un plan quelconque e, par rapport à toutes les surfaces 
du second ordre qui ont en commun un complexe d'axes donne', sont 
xilués dans un plan diamétral perpendiculaire à z. Les surfaces sont 
coupées par le plan t suivant des courbes du second ordre dont les 
axes enveloppent une parabole et dont les centres sont situés sur une 
droite, la directrice de la parabole. 

En effet, toute perpendiculaire abaissée sur le plan s. de l'un de ses 
pôles est un axe des surfaces du second ordre ; et comme toutes ces 
j>erpendiculaii'es sont parallèles entre elles, elles sont situées dans un 
même plan diamétral (II, page 186). Ce plan est conjugué à e par rapport 
à toutes ces surfaces du second ordre et par conséquent sa droite d'in- 
tersection avec t est le lieu des centres de toutes les coniques communes 
à £ et aux surfaces du second ordre. Comme les axes de toutes ces 
coniques se coupent rectangulairement en leurs centres et que de plus 
ils sont tangents à une parabole (II, page 184), la dernière partie du 
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théorème découle immédiatertieiit aussi de la propriété de la paraboie 
(I, page 165) : 

Deux tangentes à la parabole sont perpendiculaires l'uneà l'autre, 
quand leur point d'intersection est situé sur la directrice. 
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Surfaces du second ordre, semblables, concentriques 
et semblablement placées. — Normales à ces surlaces. 



Nous allons maintenant considérer quelques groupes simples de sur- 
faces du second ordre auxquelles appartient un complexe d'axes donné. 
Nous énoncerons d'abord le théorème suivant : 

Les plans de symétrie d'une surface du second ordre et un diamètre 
conjugué à un plan quelconque s, qui n'est ni parallèle ni perpendi- 
culaire à l'un quelconque des axes principaux, déterminent le com- 
plexe des axes de la surface ainsi que le centre et les axes de toute 
conique située sur celle surface. 

Le pôle du plan s est situé sur le diamètre qui lui est conjugué; et 
comme la perpendiculaire que l'on peut abaisser de ce pôle sur £ est 
un axe de la surface, toute droite perpendiculaire à s et coupant ce 
diamètre doit être (II, page 186) un axe. Le complexe des axes se trouve 
complètement déterminé de la sorte (II, page 188). Les centres de toutes 
les courbes, 'suivant lesquelles ia surface du second ordre est coupée 
par des plans parallèles, sont situés sur un même diamètre conjugué 
aux plans. Pour' démontrer la dernière paitie du théorème, il nous 
suffit donc de prouver que le diamètre conjugué à tout plan passant 
par un plan donné P est déterminé sans ambiguïté ; car les deux axes 
d'un plan, qui se coupent sur le diamètre conjugué à ce plan, sont en 
mème-lempa ieaaxea de la conique^ située sur la surface du second 
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ordre et dans ce plan ; et comme ce sont des rayons du complexe 
d'axes, ils sont connus. 

Chaque axe principal de la surface du second ordre est conjugué au 
plan passant par P, qui est perpendiculaire à cet axe ; et tout plan mené 
par P parallèlement à un plan de symétrie est conjugué au diamètre 
normal à ce plan de symétrie (dans le cas du paraboloïde, ce diamètre est 
situé à l'infini dans l'autre plan de symétrie). Nous connaissons aussi 
le diamètre conjugué au plan mené par P parallèlement à e ; par con- 
séquent, nous avons les diimètres conjugués à quatre plans passant par 
P, dont trois qiiekonques ne se coupent pis suivant une seule et même 
droite. Or, comme on le '=iait la gerbe de plans P se trouve rapportée 
réciproquement à h gerbe de diameties, lorsqu'on rapporte chaque 
plan de P au diamètre qui lui est conjugué ; et comme nous connais- 
sons déjà les dumèties tonjugué<i à quatre plans passant par P, la 
réciprocité des deux geibes se trou\e complètement établie. On 
peut trouve! effptti\ emeiit le diametie conjugué à un plan passant 
par P, au moyen d'une construction linéaire, et le théorème est dé- 
moniré- 

Soient a et a, deux axes parallèles du complexe et supposons qu'ils 
soient respectivement coupés en A et A, par un diamètre quelconque. 
Nous pouvons construire deux surfaces du second ordre auxquelles ap- 
partient le complexe d'axes et qui soient respectivement normales en 
A et A^ aux axes a et a.. Les plans tangents en A et A, sont alors paral- 
lèles et conjugués au même diamètre AAj. Mais, d'après ce que nous 
venons de dire précédemment, deux diamètres qui sont conjugués àdes 
plans parallèles par rapport aux deux surfaces du second ordre, doi- 
vent se confondre. Nous dirons que les deux surfaces sont semblables, 
concentriques et semblableme-nt placées ou, pour abréger, qu'elles sont 
coaxiales et homothétiques. La propriété que nous venons de recon- 
naître pour ces surfaces peut s'énoncer comme il suit : 

Les cejid-es et les axes des coniques déterminées par un plan dans 
des surfaces coaxiales et homothétiques coïncident. Aux points oit un 
diamètre quelconque coupe les surfaces, les plans tangents sont paral- 
lèles. Les points milieux des cordes parallèles des surfaces sont Ions 
situés dans un seul et même plan diamétral. 

Deux de ces cordes parallèles passent par A et A, et coupent à nou- 
veau les surfaces du second ordre aux points B et B,. Comme A, A[ et 
les milieux des cordes AB et A,C| sont situés sur un diamètre, B et ISj 
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doivent aussi être sur un diamfitre. Si !es Hurfaces ont un centre M, la 
similitude âea triangles AMB et A|MB, nous donne la proportion 



C'est-à-dire : 

Les diamètres d'ellipsoïdes ou d'kyperboloïdes sctnblahles, concen- 
triques et semblablement placés, sont coupéspar les surfaces en parties 
proportionnelles . Par conséquent, des kyperboloïdes coaxiaux ethomo- 
thétiques ont le même cône asymptotique. 

Si, au contraire, les surfaces sont des paraboîoïdes, !es diamètres 
AiVj et BB, sont parallèles entre eux, et le quadrangle AA^BB, est un 
parallélogramme; les segments AA, et BB, sont donc égaux et par 
suite : 

Deux paraboîoïdes coaxiaux et homothéliques peuvent être super- 
poses en déplaçant l'un d'eux suivant la direction des diamètres {d'une 
quantité égale à AA,). 

Deux hyperboloïdes concentriques, dont les cônes asymptotiques 
coïncident, ont tous leurs ases communs et sont coupés par un plan 
quelconque suivant des courbes concentriques qui ont les mêmes axes, 
Kn effet, le cône asymptotique détermine le diamètre conjugué à uu 
plan quelconque t de res2>ace et par suite le centre de t et tous les 
axes normaux à e. 

Un hyperboloïde est complètement déterminé quand ou donne son 
cône asymptotique et un point P de cet hyperboloïde, situé à son inté- 
i-ieur ou à son extérieur. En effet, tout plan passant pai' P et par le 
sommet et coupant le cône asymptotique suivant deux rayons a et 6, a 
une hyperbole commune avec l'hyperboloïde ; celte courbe passe par le 
point P et a les droites a et 6 pour asymptotes ; il est donc facile de ia 
tracer. 

Si l'on construit toutes les surfaces coaxiales et homothéliques à une 
surface du second ordre, il passe une seule de ces surfaces par chaque 
point de l'espace, quand la surface donnée est un ellipsoïde ou un pa- 
raboloïde ; si, au contraire, celle-ci est un hyperboloïde aune ou à deux 
nappes, partout extérieur ou intérieur au cône asymptotique, il passe 
une de ces deuxsm'faces. Dans ce dernier cas, nous considérons en outre 
tous les autres hyperboloïdes, ayant le même cône asymptotique que 
le premier, de sorte que nous aurons ainsi un système d'hyperboloïdes 
GÉOJiÉTKiE IJE rosmOK. -- 11. 13 
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semblables à luie nappe el un système d'hyperboloïdes semblables à 
deux nappes. Nous dirons que toutes les surfaces, ainsi construites par 
rapport à une surface donnée et dont il ne passe qu'une seule pai' chaque 
point propre de l'espace, forment un faisceau de surfaces du second 
ordre coaxiales et homothétiques . 

Un plan quelconque ne sera touché que par une seule de ces sur- 
faces et le contact aura lieu au centre comnimi des coniques suivant les- 
quelles ce plan coupe toutes les auti-es surfaces ; car les pôles du plan 
par rapport à toutes les surfaces du faisceau sont situés sur le diamèti-e 
conjugué à ce plan. Les plans polaires d'un point par rapport à toutes 
les surfaces du faisceau sont pai-allèles et conjugués à un seul et même 
diamètre. Chaque axe est normal à l'une des surfaces en un point F, et 
son pied F ae construit en clierchant l'intereeetion de cet axe avec le 
diamètre conjugué aux plans noimaux à l'axe (II, pages 186 et 1!)'2). 
D'après des tliéorèmes démontrés précédemment, les axes situés dans 
un plan donné forment un fîùsceau parabolique du second ordre ou 
deux faisceaux du premier oi'dre ; donc ; 

Les normales que l'on peut mener dans un plan quelconque i: à un 
faisceau de surfaces coaxiales et homothétiques du second ordre sont 
tangentes à une parabole ou forment un faisceau ordinaire et un fais- 
ceau de rayons parallèles. Leurs pieds sont situés sur une ligne 
droite. 

Le théorème n'a plus lieu quand :: est un plan de symétrie ; sa der- 
nière partie peut être démontrée comme il suit. Tous les plans perpen- 
diculaire aux axes contenus dans iç sont parallèles aux plans d'un fais- 
ceau de plans du premier ordre ; leurs diamètres conjugués sont donc 
situés dans un même plan et coupent le plan k suivant les points d'une 
droite qui contient les pieds de toutes ces normales. 

Gomme une droite ne peut avou- plus de deux points conmmns a\ ec 
une surface du second ordre, sans être située entièrement sur elle, 
s'ensuit que : 

Dans un plan quelconque t:, il n'y a en général et au plus que deux 
normales d'une surface du second ordre. 

Il n'y a d'exception que pour les plans de symétrie et, ilans les sur- 
faces conicpies du second ordre, pour les plans noimaux qui coupent 
suivant des rayons les plans tangents correspondants. Si l'on cherche 
le plan diamétral conjugué aux droites qui sont perpendiculaires au 
plan t; et si l'on détcruime son intersection avec le plan t., cette droite 
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d'intei'sectîon passe par les pieds des normaîes menées dans le plan ■» à 
la surface du second degré. Ces points sont d'après cela faciles à con- 
sîiTiire- 

Les noi^males que l'on peut mener (Vun point quelconque P à un fais- 
ceau de surfaces du second degré, semblables, concentriques et sein- 
blablement placées, forment une surface conique du second ordre 
(II, page 184). quand P n'est ni à l'infini, ni dans un plan de symé- 
trie ; leurs pieds constituent une courbe gauche du troisième ordre, 
(jf«* passe par P et par les trois points à l'infini, c'est-à-dire par les 
pôles des plans de symétrie et les points à l'infini sur les axes pnnci- 
paux; elle contient aussi le centre des surfaces du second ordre, quand 
elles en ont un. 
La seconde partie de ce théorème s'obtient de la manière suivante : 
Les plans pei'peiidiculaires aux rayons de la sui-face conique P sont 
pai-allèies aux plans tangents d'une seconde surface conique du secontt 
ordre'; en effet, si du point P conmiie centi'e on décrit une sphère, 
chaque rayon de P a pour conjugué ie plan diamétral de cette sphère 
(jui lui est perpendiculaire ; et comme la gerbe P de diamètres est une 
gerbe polaire, la surface coni([ue P doit avoir pour conjugué un fais- 
ceau projectif de plans du second ordre, qui enveloppe la seconde sur- 
face conique. Les diamètres des surfaces du second ordre semblables 
et semblablement placées, qui sont conjugués aux plans de ce fais- 
ceau du second ordre, forment donc également un cône ou un cylindre 
du second ordre M, qui engendre avec le cône Pdes normales la courbe 
du troisième ordre dont il est question dans le théorème. Car les sur- 
faces coniques M et P ont en commun le diamèlre MP qui passe par lé 
pointP; en effet, tous les axes du faisceau de surfaces qui sont pei- 
!>endiculab-es à un plan conjugué à MP coupent le diamètre MP et pai' 
conséquent lun d'eux appartient à !a surface conique P. Comme toute 
normale n est rencontrée en son pied pai' le diamètre qui est conjugué 
à tous les plans normaux à n, les pieds de toutes les normales passant 
par P sont situés sur la courbe du troisième ordre, qui est, avecle dia- 
mètre MP, le lieu des éléments communs aux deux surfaces coniques 
M et P. Ces deux cônes passent par les trois points à l'infini mentionnés 
dans ie théorème ; il en est donc de même pour leur courbe d'inter- 
section. 

Une surface isolée quelconque du faisceau a au plus sis points corn- 
iniiHS avec la coui'be gauche du troisième ordi'e (II, [lage l(i(i) et dans 
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le cas d'un paraboloïde, le point à Tinfini sur l'axe piincipal est l'un de 
ces six points; donc : 

D'wn point quelconque on ne peut pas mener plus de six normales à 
une surface du second ordre ; dans le cas du paraboloïde, l'une de ces 
normales est un diamètre et son pied est le point à l'infini du para- 
boloïde. 

Quelques-uns des théorèmes de la dernière leçon nous donnent les 
propositions suivantes sur les normales des surfaces du second ordre : 

Les plans de symétrie et une normale quelconque d'un faisceau de 
surfaces coaxiales et homothétiques du second ordre détermiiïent 
toutes les normales de ces surfaces. Les normales, qui coupent une 
droite g, sont tellement disposées que toutes celles qui passent par un 
point P quelconque de g forment une surface conique du second ordre 
et que toutes celles qui sont contenues dans un plan % quelconque 
passant par g enveloppent une parabole. Si P est à Vinfini ou dans 
l'un des plans de symétrie, la surface conique du second ordre se dé- 
compose en deux faisceaux de rayons du premier ordre et, de même, 
si T est un plan diamétral de la surface ou est perpendiculaire à un 
plan de symétrie, nous avons à la place des tangentes d'une parabole 
deux faisceaux de rayons du premier ordre. Les pieds de toutes les 
normales, qui coupent la droite g, forment une surface conique ou 
une surface réglée du second ordre, suivant que g elle-tnême est ou 
n'est pas normale à l'une des surfaces du faisceau ; si cependant g est 
à l'infini, ces pieds sont tous dans un plan diamétral, et si g est dans 
un plan de symétrie, ils sont en partie dans ce plan et en partie dans 
unplan perpendiculaire auplan de symétrie. 

La dernière partie du théorème découle de ce que le lieu géomé- 
trique des pieds des normales a une droite commune avec tout plan t. 
mené par g et une courbe gauche du troisième ordre commune avec tout 
cône d'axes P, dontle sommet est situé sur g. Nous laissons au lecteur 
le soin de Irouver la dénionsiration de celle pi'oposition. 
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3s d'une surface du second ordre, 
homofocales du second ordre. 



Les surfaces du second ordre, qui ont le même complexe d'axes, 
peuvent être groupées en certains systèmes de surfaces qui sont en- 
core bien plus intéressants que celui des surfaces semblables, concen- 
triques et semblablemeiit placées. Les recherches qui suivent nous 
conduisent à ces groupes et à leurs propriétés les plus importantes ; 
nous en excluons à l'avance les surf^Les de it\ohition et les sinfiips 
coniques du second ordre. 

A tout axe a est conjugue pii lapport a une •-uifa< e donnée du sie 
cond ordre un seul plan qui lui est pei pendiculan e seuls le& i\e^ 
principaux de la surface font exception, puisqu ils sont peippndicu- 
laires à chacun des plans qni leui sont conjugués Lp point ou un axe n 
est coupé normalement par le pim qui lui est conjugué inerite tout 
particulièrement de fixer l'attention Si pai exemple 1 axe a est une 
nomiaie de la surface du second oidre, ce point se confonu avec le pied 
de cette normale; à cause de cette piopiiéte, nous dnons aus&i, dans 
tous les autres cas, que le point en que&tion est le pied de l'axe a. 
Nous l'obtenons aussi en projetant la polaue de l'axe a sur un plan 
quelconque e mené pai a et en therchant le point où cette projection 
coupe l'axe a; en effet, le plan projetant et perpendiculaire à a, parce 
que, en outre de la polaue, il lenleime encoie d'autres droites per- 
pendiculaires à a, qui sont noimiles au plan e et coupent la polaii'e. La 
projection de la polaire fait lussi wp( a un angle droit. 
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Tout point de l'espace est le pied 'de trois axes perpendiculaires 
entre eux. 

Ce sont les axes principaux d'une surface conique circonscrite à la 
surface du second ordre, ou bien encore les axes principaux d'une 
gerbe polaire, qui appartient au système polaire déterminé par la sur- 
face du second ordre. 

Les pieds de tous les axes pet pend iculatres a un plan de symetiie 
sont situés dans ce plan; tout pomtd'un axe pnntipal peut etie con- 
sidéré comme le pied de cet an , le pipd il un diamètre t/vdionriue d/ 
à l'infini. 
Tout ceci découle de la définition du pied d un axe. 
Les pieds de tous les axet, que l'on peut menet buwant une diiec- 
tion donnée, et qui, par conséquent, son? contenus dans un plan dia- 
métral 0, sont situés en géneial ivr une hyperbole cquilatèie dont le 
centre coïncide avec celui de la surface, th ne sont sui une di oile que 
si la surface du second ordre est unparaholoïde. 

Kii effet, les polaires de ces axes forment un deuxième faisceau de 
rayons paj'allèles projectif au premier, et nous obtenons le pied de 
chaque axe en cherchant son intersection avec la projection rectangu- 
laire de sa polaire sur le plan diamétral 3. Les pieds des axes parallèles 
sont donc la forme engendrée par deux faisceaux de rayons parallèles 
projectifs et perpendiculaires entre eux ; c'est seulement dans le las 
du pai'aboloïde qu'ils ont leur rayon à l'infini comme élément corres- 
pondant commun et qu'ils sont perspectifs ; dans tous les autres cas, ils 
engendrent une courbe du second ordre ayant deux points à Tinfuii, 
c'est l'hyperbole équilatère en question. 

Les pieds de tous les axes, qui sont coupés par un plan de symétrie 
y en un point donné P et qui par suite sont contenus dans un plan 
per})endiculaire à f sont situés sur un cercle passant par P. dont le 
centre est sur f et dont le plan est perpendiculaire à y. 

(lette courbe est engendrée par le faisceau P des axes et par le fais- 
ceau de rayons projectif à P suivant lequel les polaires de ces axes 
sont projetées perpendiculairement sur le plan du faisceau P. Si un 
deuxième plan de symétrie ■(, est coupé par l'un quelconque des axes 
du faisceau P au point P,, les pieds de tous les autres axes qui sont 
coupés par -;, en P, sont situés sm' un cercle symétriquement placé 
par rapport à f, ; ce dernier se réduit au point Pi, si Pi est le point de 
rencontre du plan de symétrie v, avec le cercle formé par les pieds des 
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axes du faisceau P. Eu faisant abstraction de ce cas particulier, nous 
pouvons dire : 

Si deux plans de synu'tne y et y, sont respectivement coupés aux 
points P et Pi par un axe quelconque, et si g et g, sont les perpendi- 
culaires respectivement abaissées de P et P: sur l'axe principal com- 
mun à ■{ et -fi, toute droite de l'espace qui 7'éunit un point de g à 
un point de gi est un axe (II, page 187). Les pieds de tous ces axes for- 
ment une surface passant par g eï'gi, dontyet-;, sont deux plans de 
symétrie et qui est coupée par fout plan mené par g ou g, suivant cette 
droite et suivant un cercle *. Cette surface est donc complètement déter- 
minée et facile à construire, du moment qu'on en connaît un point 
et tes droites g et g, 

Tous les axes situés dans un plan quelconque « toinient un faisc au 
de rayons du second Jidre et leuis poKnes une surface conique du s'*- 
cond ordre et tomme un rayon de cette dernieie esl peipendicul^ie 
à it, les projections des pjlures sni ie plan - foiment un faisceau de 
rayons du premier ordie piojectif au fiisceau du setoud ordie et qui 
engendre avei. lui le lieu des pieds de tous les a\es c ntenus dans -t 
Le centre du taisreiu du pieiniPi oïdie est le pied de deux de ces i\es 
Donc (1, pige H?) 

tes pieds de tous les axes contenus dans un plan quckon^ue sont 
situés sur une courbe du troisième ordre, qui a un point double. 

Les pieds de tous les axes passant par un point quelconque P sont 
situés sur une courbe gauche, qui est projetée de P suivant une surface 
conique du second ordre. Cette courbe doit passer trais fois par le 
point P, parce que ce point esi le pied de trois axes rectangulaires entre 
eux; elle est tangente à ces trois axes en P, Un quatrième axe quel- 
conque passant par P contient un point de la courbe différent de P. On 
peut démontrer que cette courbe ne peut avoir plus de cinq points 



1. Si l'on rapporte cette surface à un système d'axes coordonnés rectangulaires, dont 
l'axe des X soit la droite d'intersection des plans de symétrie y et f,, dont l'ave îles \ 
coïncide avec g et dont par suite l'axe des Z l'onlenit dans y, soit parallèle k ^,, cette 
snrface n pour équation 

|,[5 + ;■! _- rfi) {I _ h) + a;yî = II. 

Ici k est k distance île la droite g, à l'axe des Z et d le diamètre du cercle suivant lequel 
lo plan ÎZ 00 ïi rencontre la surface. Tout plan normal à l'axe des X el par suite parallèle 
nuv droites g et j, a aussi une conique commune avec cetto surface. 
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communs avec un plan quelconque et que, par suite, elle est du cin 
quième ordre. Pour n'être pas entraînés trop loin, nous n'indiquons pas 
cette démonstration ici. 

Étant donnés un complexe d'axes et le pied F d'un axe quelconque a, 
qui n'est pas perpendiculaire à un plan de symétrie et ne coupe pas 
un axe principal, le pied d'un axe quelconque se trouve par là même 
entièrement déterminé. 

Nous construisons deux droites g et g, qui coupent l'axe a et qui soient 
situées chacune dans l'un des deux plans de symétrie -; et Yi et perpen- 
diculaires entre elles. Toute droite qui est rencontrée par g et j, est un 
axe et son pied se trouve sur une surface, facile à construire, qui passe 
par g, g^ et F (II, page 199) ; il est donc complètement déterminé par 
cette surface. Tout plan diamétral contient l'un de ces axes et son pied 
détermine l'hyperbole équilatère sur laquelle sont situés en général les 
pieds de tous les axes contenus dans le plan diamétral, parce que les 
asymptotes de cette hyperliole sont respectivement parallèles et per- 
pendiculfdres à ces axes et parce qu'elles passent par le centre du com- 
plexe d'axes. Dans le cas où il existe un centre, nous pourrons construire 
de cette manière le pied de chaque axe, en menant un plan diamétral 
par cet axe. Si au contraire il n'y a pas de centre et si, par consé- 
quent, les pieds de tous les axes contenus dans un plan diamétral 
sont situés sur une droite, il faut que nous construisions un second 
point de cette droite. Nous nous servons pour cela des deux axes 6 et c 
qui passent par F, qui sont perpendiculaires entre eux et à a et qui, 
de même que a, nous fom-nissent les pieds d'une infinité de nouveaux 
axes, puisque leur propre pied F est connu. Donc, dans ce cas aussi, 
on peut construire le pied de chaque axe et le théorème est démontré 
d'une manière générale. 

Parmi les surfaces du second ordre auxquelles appartient un com- 
plexe d'axes donné, il y en a une infinité pour lesquelles tous les axes 
ont les mêmes pieds ; nous leur donnerons le nom de surfaces homofo- 
cales du second ordre. Chaque axe a est normal en son pied à une de 
ces surfaces homofocales, et cette dernière se trouve complètement 
déterminée par cet axe, son pied et les plans de symétrie (II, page 188). 
Dans le système de surfaces homofocales du second ordre que nous 
obtenons de la sorte, il y a trois surfaces quipassent par chaque point 
P de l'espace; ces trois surfaces se coupent rectangulairement entre 
elles en ce point. 
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En effet P est le pied de trois axes rectangulaires entre eux; chacun 
d'eux est normal à l'une de ces trois surfaces et conséquemment doit 
être tangent aux deux autres. Nous pouvons dire aussi que : 

Devx surfaces homofocales du second ordre se coupent reclangulai- 
rement en chacun de leurs points communs. 

Les normales aux surfaces et les tangentes aux courbes d'intersection 
en P sont les trois axes rectangulaires entre eux, qui ont le point P 
pour pied, La courbe d'intersection est symétrique par rapport à 
chaque pîan de symétrie y de la surface ; ce plan y ne la rencontrera 
pas du tout, ou la coupera normalement, parce qu'il est normal aux 
surfaces en chaque point où il les rencontre. Reinai'quons en passant 
que la ligne d'intersection de deux surfaces homofocales est projetée 
du pôle de chacun des plans de symétrie suivant une surface cylin- 
drique du second ordre et du centre, suivant une surface conique du 
second ordre (II, page 165) ; en effet, ces points sont les points prin- 
cipaux du faisceau ponctuel de F' dont les deux surfaces homofocales 
font partie. Nous pouvons d'après cela énoncer ce théorème : 

Si l'on projette la ligne d'intersection de deux surfaces homofocales 
perpendiculairement à l'un de leurs plans de symétrie, on obtient une 
conique dont les axes sont situés dans tes deux autres plans de 
symétrie. 

Tout axe a a pour conjugué, par rapport aux surfaces homofocales, le 
plan % qui lui est perpendiculaire et qui passe par son pied. Récipro- 
quement, à tout plan est conjugué un axe qui lui est normal ; et nous 
obtenons ce deniier en abaissant de i'un des pôles du pian une per- 
pendiculaire sur ce plan. Donc ; 

Les polaires d'un axe quelconque a par rapport à un système de 
surfaces homofocales du second ordre sont situées dans un plan per- 
pendiculaire à a. et enveloppent une parabole, puisqu'elles sont éga- 
lement des axes. Les pôles d'un plan quelconque sont situés sur l'axe 
qui lui est perpendiculaire et au pied duquel le plan est tangent à 
l'une des surfaces homofocales. 

Le complexe de rayons, que les surfaces homofocales déterminent 
deux à deux, se compose des axes des surfaces, puisque les polaires de 
chaque axe se coupent; on voit ainsi que {n, page 163) : 

Le système de surfaces homofocales du second ordre est un cas 
particulier du faisceau tangentiel de fl»'. 

Tous les théorèmes trouvés pour les faisceaux tangcntiels de '!>' sub- 
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sistent donc aussi pour les systèmes de surfaces Iiomofocales. Par 
exemple, les plans polaires d'un point par rapport aux surfaces Iiomo- 
focales forment un faisceau de plans du troisième ordre. 
. Puisque les pôles d'un plan par rapport aux surfaces Iiomofocales du 
second ordre sont tous situés sur un axe normal au plan, il s'ensuit que : 

Lorsque deux plans rectangulaires sont conjugués par rapport à 
une surface quelconque F^ du second ordre, Us sont aussi conjugués 
par rapport à toutes les surfaces komofocales avec f ^ 

Nous donnerons le nom d'aa-e focal de F' à l'axe de tout faisceau de 
plans dans lequel deux plans perpendiculaires entre eux sont conjugués 
par rapport à F*. On déduit immédiatement du demier théorème que : . 

Tout axe focal d'une surface F' du second ordre est un axe focal 
commun à toutes les surfaces du second ordre komofocales avec F^. 

Par tout point P passent deux axes focaux réels des surfaces homo- 
focales ; ce sont les ases focaux du cône ayant son sommet en P et 
circonscrit à l'une des surfaces Iiomofocales. Ces deux axes ne se con- 
fondent que lorsque le cône est de révolution {I, page 190). 

Les cônes issus d'un même point P que l'on peut circonscrire à des 
surfaces komofocales du second ordre sont donc homofocaux, c'est-à- 
due ont leurs axes focaux communs. 

Le plan t: de ces deux axes focaux /"et f, est normal à l'axe principal 
du cône qui lui est conjugué et est tangent en P à l'une des surfaces 
homofocales F'. Par rapport à cette surface, le pôle de tout autre plan 
s mené par f se trouve d'une part dans t,, d'autre part dans le plan du 
fmsceau /"qui est normal àe; il est donc situé sur l'axe focal /lui-même ; 
par conséquent, la surface est tangente en des points de fa. tous les 
plans passant par f et par suite elle passe elle-même par f. On voit 
d'autre part que toute droite située sur l'une des surfaces homofocales 
F' est un axe focal de cette surface, parce que les plans perpendicu- 
laires deux à deux, qui se coupent suivant la droite en question, sont 
conjugués par rapport à cette surface. Donc ; 

ies axes focaux d'un système de surfaces komofocales du second 
ordre sont identiques avecles droites qui sont situées sur ces surfaces; 
2mr un point quelconque P, il passe toujours une surface réglée du 
système. Les axes focaux réels, qui coupentun axe focal, forment un 
système réglé et sont situés sur l'une des surfaces komofocales. 

Un plan quelconque s n'a, par rapport à une surface du second oi-dre 
F-, qu'un seul rayon conjugué normal, qui passe par le pôle de s et qui 
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Rst normal à ce plan ; c'est aussi le rayon conjugué normal de s par rap- 
port à toutes les surfaces homofocales avec F^ Si l'on cherche les inter- 
sections de £ et de e avec un plan de symétrie, intersections qui sont 
respectivement la droite p et le point P, les rayons conjugués normaux 
de tous les plans passant par p se rencontrent au point P. En effet, pro- 
jetons d'une part les pôles de ces plans à partir du point P et abaissons 
d'autre part des normales de P sur ces plans, nous obtenons deux fais- 
ceaux P de rayons projectifs au faisceau de plans p, qui ont trois 
rayons correspondants communs (ce sont e et les deux rayons respec- 
tivement normaux à^ et p) et qui par conséquent sont identiques. De 
plus p et P sont deux éléments conjugués d'un système polaire plan 
situé dans le plan de symétrie -y- Eu effet, le rayon conjugué normal de 
de tout plan Tq^ passant par e est situé dans e et coupe y en un point 
Q de 9 ; si donc une droite q pivote autour de P dans v, le point Q qui 
lui est conjugué décrit la droite p. Donc : 

Si un plan de symétrie ■( des surfaces homofocales coupe cha- 
que plan et le rayon normal qui lui est conjugué, on obtient des 
Éléments conjugués d'un système polaire plan situé dans ■{ et dont 
chaque axe principal des surfaces contenu dans y est un axe. Les trois 
axes principaux de tout cône circonscrit aux surfaces coupent le plan 
de symétrie suivant un triangle polaire de ce système polaire. Nous 
donnerons à la courbe double de ce système le nom de conique focale 
et à chacun de ses points le nom de point i'ocai. des surfaces homo- 
focales. 

Si les surfaces homofocales sont des paraboloïdes, la droite à l'infuii 
du plan de symétrie y est conjuguée au point à l'infini sur l'axe prin- 
cipal. 

tes points focaux de paraboloïdes homofocaux sont donc situés sur 
deux paraboles dont les axes coïncident avec taxe principal des 
paraboloïdes. 

Si au contraire les surfaces homofocales ont un centre, leurs trois 
plans, de symétrie et le plan à l'infini divisent l'espace infini en huit 
régions. Il n'y a qu'une seule R de ces régions cjue ne coupe pas le 
plan ai'bitraire t ; R sera rencontrée au contraire pai' le rayon normal e 
conjugué à s, puisque les éléments à l'infini de £ et e sont sépai-és les 
uns des autres pai' les trois plans de symétrie. Kn outre de son point à 
l'infini, la droite e a encore un point propre commun avec la limite de 
l'espace R. et ie plan de syméti-ie dan« lequel se trouve ce point ne ren- 
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fei'ine pas de conique focale, tandis que les coniques focales sont 
réelles dans les deux autres plans de symétrie (II, page 74). Donc : 

Les surfaces homofocales du second ordre ont deux coniques focales 
réelles et n'en ont que deux. 

Tout point focal F d'un plan de symétrie est situé sur la droite f qui 
lui est conjuguée et les plans menés par /"sont coupés normalement au 
point focal F par leurs rayons conjugués normaux. Toute tangente f 
d'une conique focale est donc un axe focal des surfaces homofocales et : 

Les cônes^ ayant pour sommets un point focal F et circonscrits aux 
surfaces homofocales, sont des cônes de révolution, 
puisqu'ils ont une infinité d'axes principaux normaux à f. 

Les sommets de tous les cônes de révolution circonscrits aux sur- 
faces homofocales sont des points focaux de ces surfaces, parce qu'ils 
sont chacun les pieds d'un faisceau d'axes et par suite doivent être situés 
dans l'un ou l'autre des plans de symétrie et sur les droites qui leur 
sont conjuguées. 

Les coniques focales font aussi partie du système de surfaces homo- 
focales à titre de surfaces singulières de deuxième classe. 

En effet, à chaque plan î nous pouvons rapporter comme pôle, pai" 
rapport à l'une de ces coniques, le point par la polaire duquel il passe ; 
la perpendiculaire abaissée de ce pôle sur s est un axe des surfaces 
homofocales et son point d'intersection avec s en est le pied. Le com- 
plexe d'axes et les pieds de tous les axes sont donc déterminés d'une 
manière aussi complète par la conique focale que par une autre quel- 
conque des surfaces homofocales. — ■ Chacune des deux coniques focales 
est projetée d'un point quelconque de l'autre suivant un cône de révo- 
lution. L'une est donc une ellipse, quand l'autre est une hyperbole et 
réciproquement ; car par une ellipse on peut faire passer deux cylindres 
de révolution, tandis que par une hyperbole on n'en peut mener aucun. 

Soit g une droite quelconque et soient g, et g^ ses polaires par rap- 
port à deux quelconques des surfaces homofocales. A tout plan t: mené 
par g correspond un pôle de ce plan situé sur gt et sur g^ et la droite a 
qui l'éunit ces deux pôles contient tous les autres pôles de s par rapport 
à toutes les smfaces homofocales. Si le plan it tourne autour de g, la 
droite a qui lui est conjuguée décrit un faisceau de rayons du second 
ordre ou un système réglé, suivant que gi et g^ se coupent ou ne se 
rencontrent pas et a passe une fois à l'infini, quand t. coïncide avec un 
phiii diamétral. Le faisceau de plans g est projectif à la forme de T'ayons 
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décrite par a et engendre avec elle une coui'be gauche ou plane du troi- 
sième ordre. Donc : 

tes pôles par rapport à un système de surfaces homofocales du 
second ordre de tous les plans gui passent par une droite arbitraire g 
sont situés sur un paraboloïde hyperbolique, qui contient les polaires 
g, et gj de la droite g, ou {si g est un axe) sur les tangentes d'une 
parabole. Chacun des plans du faisceau g est tangent à une des sur- 
faces homofocales; dans le premier cas, les points de contact sont 
situés sur une courbe gauche du troisième ordre ; dans le second, au 
contraire, ils se trouvent sur une courbe plane du troisième ordre. 

Si la droite *; est un ase, elle est perpendiculaire au plan de la para- 
bole et est rencontrée par deux tangentes de cette courbe; si g n'est 
pas un axe, elle coupe le paraboloïde hyperbolique en deux points, ou 
bien elle a tous ses points communs avec cette surface et coïncide avec 
l'une de ses polaires. La droite^ est donc alors tangente à deux surfaces 
homofocales au plus, ou bien elle est située sur l'une de ces surfaces, et 
tout plan mené par ;/ est tangent à l'une de ces surfaces en un poinl 
situé sur g. 

Supposons encore que r. soit un plan du faisceau g et que le point 
oii il est tangent à l'une des surfaces homofocales soil en dehoi-s de la 
droite g. Nous pouvons alors mener encore parj un second plan t:, tan- 
gent à cette surface. Les plans bissecteurs ii. et v du dièdre formé par 
les plans x et x, sont perpendiculaires l'un à l'autre et conjugués par 
rapport à la surface du second ordre ; Taxe qui est conjugué et normal 
à l'un jj. de ces plans bissecteure doit être contenu dans l'autre v et par 
conséquent est coupé normalement en son pied par la droite g. Donc : 

Une droite quelconque g, qui n'est située sur aucune des surfaces 
homofocales du second ordre, est tangente à deux de ces surfaces. Les 
plans tangents ^.et ^ de ces deux surfaces sont perpendiculaires entre 
eux et bissectent tout angle dièdre 7:1:, dont Varête est la droite g et qui 
est circonsa'it à l'ujie quelconque des surfaces homofocales. 

Le faisceau de plans g est d'après cela en involutiou symétrique avec 
les plans doubles [>. etv, quand on fait coiTespondre entre eux deux à 
deux les plans qui sont tangents à l'une des surfaces homofocales. 

Nous sommes conduits à une autre série de théorèmes mtéressants, 
en remarquant que des surfaces homofocales du second ordre ont 
le même complexe d'axes et que les pieds des axes sont les mêmes 
[lour toutes ces surfaces. Par exemple : 
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Les normales que ton peut mener dans un plan quelconque t. à un 
système de surfaces homofocales du second ordre enveloppent en 
ijénéral une parabole ; leurs pieds sont situés sur une courbe du troi- 
sième ordre à point double et les plans tangents auxquels eUes sont 
pei'pendiculaires forment un faisceau de plans du premier ordre 
'II, page 199). Ces noi-males sont en même temps les axes des coniques 
communes au plan i: et aux surfaces homofocales; les centres de ces 
coniques sont situés sur la directrice delà parabole {\l,Y><'.geBiS9-i9ii). 
Ce tliéorème comporte une exception, c'est quand it est un plan 
diamétral ou est perpendiculaire à un plan de symétrie. 

Si le plan tu est perpendiculaire à un plan de symétrie -^ , toutes les 
normales aux surfaces homofocales qui sont renfermées dans ce plan 
(ormcnl un faisieaii de rayons dont le centre P est contenu dans le 
plan de symétrie y ; leurs pieds sont situés sur un cercle passantpur 
P et dont le centime est sur f. 

jS* t: est un plan diamétral, toutes les normales qu'il renferme 
forment un faisceau de rayons parallèles ; leurs pieds sont sur une 
hyperbole équHatère {dont le centre coïncide avec celui des surfaces 
homofocales) ou sur une droite {quand ces surfaces n'ont pus de 
centre) . 

Nous pouvons tirer de là des conclusions relativement aux normales 
que l'on peut mener aux surfaces homofocales parallèlement à une droite 
donnée ou par un point P d'un plan de symétrie y- 

Toutes les normales que l'on peut mener d'un point quelconque P 
aux surfaces homofocales sont en général situées sur une surface 
conique du second ordre; leurs pieds sont situés sur une courbe gauche 
du cinquième ordre, qui a le point P pour point triple. 

On peut, d'une manière analogue, étendre aux normales d'un sys- 
tème de surfaces homofocales et à leurs pieds tous les autres théorèmes 
qu'on a démontrés pour les pieds des rayons d'un complexe d'axes. 
Comme exemple, nous citerons la proposition suivante qui se déduit de 
la réunion de deux des précédentes. 

Les normales aux surfaces homofocales qui sont coupées par un 
plan de symétrie y suivant les points d'un diamètre d, sont parallèles 
à un plan e perpendiculaire à v. Leurs pieds sont sur une surface 
passant par d et dont y est un plan de symétrie. Cette surface est 
coupée par tout plan parallèle à s suivant un cercle et une droite à 
l'infini et par tout plan passant pur d, suivant ce (limnèire et une kg-' 
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perhole équilatère, dont le centre coïncide avec le centre des surfaces 
komofocahs et dont l'une des asymptotes est parallèles à t. Quand 
les surfaces n'ont pas de centre, nous avons à la place de l'hyperbole 
une droite propre et une droite à l'infini; dans ce cas, la surface, 
lieu des pieds des normales, se compose d'une surface régUe du 
necoiid ordre cl du plan à l'infini. 



y Google 



VIXGT-QUATRIEME LEÇOiS. 



Suriaces du troisième ordre; représentation de ces surlaces 
sur un plan; courbes gauches du troisième qui s'y rattachent. 



Lorsque dans l'espace trois gerbes non conœntriques S, S„ S^ sont 
rapportées collinéairemeiit les unes aux autres, mais ne sont pas per- 
spectives, trois phns cori espondants quelconques de ces gei be^ se cou- 
pent en un point et exceptionnellement seulement suivant une même 
droite. Les points dmteisection des phns homologues constituent une 
surface F' à 1 tlude de laquflîe nous allons ronsicrei II picscntf 
leçon . 

Déterminons d'abord l'ordre de la surface P, c'est-à-dire le nomljre 
de points qui sont communs à F' et à une droite g. Si deux rayons 
liomologues des gerbes S et S, se coupent en un point P de j, ce 
point P est situé sur la surface F^ ; en effet, aux faisceaux de plan SP 
et SjP correspond dans la gerbe S^ un troisième fïûsceau de plans dont 
un plan passe par le point P, en sorte que P se présente alors comme 
point d'intersection de trois plans homologues des gerbes S, S, et Sj. 
En passant, nous déduisons de là; 

La surface F^ passe par les trois courbes gauches du troisième 
ordre dont les systèmes de cordes sont engendrés par les trois gerbes 
collinéaires S, S, ci S, prises deux à deux. 

Si deux plans coiTCspondants des gerbes S et S, se coupent suivant 
g, la droite jf a au plus deux points communs avec l'une des trois 
courbes gauches ; et de plus elle est coupée par le plan correspondant 
de la gerbe S, en un point de la surface F. Si ce cas ne se produit 
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pas, projetons 3 de S suivant un faisceau de rayons et cherchons le 
faisceau de rayons correspondant dans Si, Ce dernier est projectif à g 
et engendre en général avec cette ponctuelle un faisceau de plans du 
second ordre, dont les différents plans sont coupés chacun par les plans 
correspondants de la gerbe S en un point de g. Au faisceau de plans du 
second ordre correspond dans S, un faisceau de plans du second ordre, 
également projectif à g, dont trois points au plus et un au moins passent 
par les points correspondants de g (I, page 154), quand chaque point 
de g n'est pas contenu dans le plan qui lui correspond dans S^. Chaque 
point de cette espèce sur g est l'intersection de trois plans homologues 
(les gerbes S, Sj, S, etpar conséquent est situé sur la surface F'. Si deux 
rayons homologues des gerbes S et Si se coupent en un point P de g, 
au lieu des faisceaux de plans du second ordre, nous avons trois fais- 
ceaux de plans du premier ordre projectifs à g. Deux de ces faisceaux 
sont perspectifs à la ponctuelle g ; le troisième, relatif à S^, e^t égale- 
ment perspectif à g, autrement dit, il passe au plus deux de ses plans par 
les points de g qui leur correspondent, en sorte que, dans ce cas encore, 
la droite 3 a au plus deux points différents' de P qui lui soient communs 
avec la surface F. De tout ce',i il résulte que : 

Toute droite g, qui n'est pas entièrement située sur la surface F^', 
a en commun auec elle trois points au plus et un point au moins. 
Trois gerbes collinéaires non concentriques, S, S,, S^ engendrent donc 
une surface du troisième ordre à laquelle appartiennent les points 
d'intersection des plans homologues trois à trois. 

Ce théorème subit une modification, quand les gerbes collinéaires 
engendrent un seul et même système de rayons du premier ordre. Ce 
cas a déjà été traité dans la douzième leçon; nous Texclurons à l'ave- 
nir de nos considérations. 

Nous pouvons décrire une surface du troisième ordre par le mouve- 
ment d'un point en vertu du théorème suivant : 

Si les quatre faces d'un tétraèdre variable pivotent autour de 
quatre points fixes et si trois de ses sommets se meuvent sur trois 
droites fixes concourantes, le quatrième sommet décrit une surface 
du troisième ordre. 

En effet, on voit aisément que les quatre faces décrivent autour des 
points fixes quatre gerbes collinéaires, dont trois sont perspectives à 
!a quatrième et engendrent la surface. 

Nous arrivons, de la manière la plus simple, à un grand nombre de 
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propriétés importantes de la surface F° du troisième ordre, en rappor- 
tant comme il suit la surface à un système plan ^, ou en la représen- 
tant sur le plan S. Pour cela', nous rapportons réciproquement le 
système plan aux trois gerbes eoJlinéaires S, Si et S^; à tout point de - 
con^espondent alors trois plans homologues des gerbes et, en même 
temps leur point d'intersection situé sur W. Réciproquement, étant 
donné un point quelconque P de P, on peut trouver ie point de S qui 
lui coneipond au moyen des trois plans correspondants des gerbes, 
lesquels se coupent en P. A tisute forme rectiligne de 2 coiTCspondent 
dans S St, S, trois fjùsceaux projectifs de plans, et par conséquent sur 
F une courbe gauche du troisième ordre engendrée par ces faisceaux 
de plans (II, page 103). En d'autres termes : 

La bui face F' du troisième ordre est rapportée au système plan 2 
de telle manière qu'à tout point de F^ correspond un point de 2, à 
toute courbe cubique gavcke de F", engendrée par trois faisceaux ho- 
mologues de plans de S, S,, S^, une forme rectiligne de 2, qui lui est 
projectile; et, d'une manière générale, à l'ensemble des courbes 
gauches du troisième ordre de F^, ainsi engendrées, correspondent les 
différentes droites de 2. 

Nous désignerons sous le nom de premier système de courbes de 
la surface du troisième ordre toutes ces courbes gauches du troisième 
ordre situées sur F'* et qui correspondent aux droites de 2. Nous ver- 
rons qu'il existe encore sur la surface un second système de com-be» 
gauches du troisième ordre dont la génération est toute différente. Ce 
premier système de courbes donne lieu aux théorèmes suivants : 

Deux courbes gauches de ce premier système ont toujours un point 
commun ; 
en eifet, les droites correspondantes de E doivent se couper. 

Deux points quelconques de la surface gauche du troisième ordre 
peuvent être réunis par une courbe gauche unique du premier 
système ; 

car par les deux points correspondants de S on ne peut fati-e passer 
qu'une seule droite. 

A toutes les droites de I,. qui passent par un point donné, corres- 
pondent sur F' toutes les courbes du premier système qui passent par 
le point coiTespondant; nous leur donnerons le nom de faisceau de 
courbes. Un faisceau de rayons du système plan 1 rapporte perspeeti- 
vemeiit entre elles toutes les foi'nies rectilignes de S qui ne passent pas 
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par le centre du faisceau; et comme chacune d'elles est projective à 
la courbe gauche du troisième ordi'e qui lui correspond, ii s'ensuit que: 

Un faisceau de courbes du premier système de F' rapporte projec- 
tivement entre elles toutes les autres courbes gauches de ce système. 

Nous dirons que quatre courbes du faisceau sont quatre courbes 
gauches harmoniques du premier système, quand elles sont coupées 
en quatre points hai'moniques par une courbe quelconque et consé- 
quemment par toutes les courbes P du système qui n'appartient pas au 
faisceau. Chacune de ces courbes P se présente donc comme une section 
du faisceau de courbes et se trouve rapportée projeclivement à ce 
faisceau. De la même manière, le faisceau de courbes est rapporté 
projectivenaent au faisceau de rayons qui lui correspond dans 1, parce 
que quatre courbes harmoniques du premier faisceau ont pour coiTes- 
pondantes quatre droites harmoniques du second. D'une manière gé- 
nérale, nous pouvons, en vertu de la définition générale de la projec- 
tivité, rapporter projeclivement ces fjûsceaux de courbes entre eux et 
à des formes élémentaires quelconques. 

La surface du troisième ordre est coupée par un plan quelconque 
suivant une courbe du troisième ordre; et toute courbe gauche du ]jre- 
mier système a en commun avec le plan, et par suite avec la courbe 
d'intersection, un point au moins et trois au plus; donc : 

A toute courbe plane du troisième ordre de la surface F' correspond 
dans )L une courbe du troisième ordre, qui a en commun avec une 
droite quelconque unpoinl au moins et trois points au plus. 

Nous pouvons rapporter projectivement la surface F^ à 2 de la manière 
qu'on a indiquée, en prenant sur F^ quatre points quelconques, dont 
trois ne sont pas contenus sur une courbe du premier système, et en 
leur faisant correspondre les sommets d'un quadrangle arbitrairement 
choisi dans S. En effet, S se trouve ainsi rapporté réciproquement aux 
gerbes collinéaires S, S, et Sj et par suite aussi est rapporté projecli- 
vement à F", 

Comme nous l'avons déjà annoncé, la surface du troisième ordre 
possède encore un second système de courbes gaucltes du troisième 
ordre. Nous rattachons tout d'abord à ce système les trois courbes 
gauches dont les systèmes de cordes sont engendrés par les gerbes col- 
linéaires prises deux à deuï. Nous désignerons pai- kj' et ft/' les deux 
courbes gauches du troisième ordre, passant par le point S, que la gerbe 
Hi engendre respeclivement avec les gerbes Sj cl S.^. La courbe k^' dcter- 
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mine coniplètemeiU la collitiéation des gerbes S et S^, puisque toute 
corde de ft^' est projetée par deux plans homologues de S et S^. D'autre 
part, le système de cordes de /;,' est rapporté projectivement à la gerbe 
S, par le moyen des gerbes S et S,, de telle sorte que toute corde de 
ft,' correspond à un plan de Sj et est coupée par lui en un point de la 
surface F^ La surface F' est donc engendrée aussi parle système de cordes 
d'une courbe gauche k^ du troisième ordre et par la gerbe Sj qui lui est 
projeclive. Mats comme le système de cordes est projeté de tout point de 
sa courbe double /c,' suivant mie gerbe coUinéaire à S et S,, et consé- 
quemment aussi à S,, nous pouvons remplacer le centre de la gerbe S 
par un autre point quelconque de kj'. La courbe cubique gauche A-/ en- 
gendrée pai- les gerbes S et S,, change alors de position sur la surface F=. 
Je dis que : 

Lorsque le point S parcourt lu courbe gauche k^\ ta courbe k\, en- 
gendrée par les gerbes S et S,, décrit le deuxième système de courbes 
de la surface entière du troisième ordre et passe une fois par chaque 
point P de cette surface. 

Nous devons d'abord prouver que pour une position déterminée du 
point S, la courbe fe,' passe par le point P. Eu P se coupent trois plans 
homologues a, a,, a^ des gerbes collinéaires S, S,, S, ; au rayon S^P ou 
i, de Sj correspond d'après cela dans S, un rayon &, qui est contenu 
dans un même plan a^ avec la corde «ï, de la courbe gauclie k^", corde 
qui passe par P. Au faisceau de plans 6, de S^ correspond de plus dans 
le système de cordes de k^ un système réglé ou une surface conique du 
second ordre, dont tous les rayons sont coupés par b, et à laquelle «a, 
appai'tieut. Soit b la directrice de ce système réglé ou le rayon de la 
surface conique du second ordre qui passe par le pomt P, Ce rayon 
coupe {II, pages 101-102) la courbe gauche A:/' en un point qui, dans le 
cas (le la am'face conique du second ordre, est différent du sommet de 
cette aurfa<:e. Choisissons ce point d'intersection de b et A-j' pour centre 
de la gerbe S, cette gerbe engendrera avec S^ la courbe cubique gauche 
V 1"' Pf^sse par P. En effet, au faisceau de plans 6, de S^ correspond 
dans la gerbe S le faisceau de plans suivant lequel le système réglé ou 
la surface conique du second ordre est projetée de S, ou (ce qui est 
la même chose) de la droite b; les droites &, et b se correspondent donc 
de telle sorte que leur point P d'intersection est réellement situé sur k^'. 

Nous pouvons remplacer le centre de la gerbe Sj par un autre point 
quelconque de la ('ourhe /c/', par exemple par P; nous pouvons donc 
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aussi prendre pour ce sommet un point complètement arbitraire de la 
surface du troisième ordre. En d'autres termes : 

Vn point quelconque de la surface du troisième ordre peut être pris 
comme centre de l'une des trois gerbes collinéaires qui engendrent la 
surface. 

Il résulte immédiatement de là que les trois centres primitivement 
choisis ne sont pas des points remarquables de la surface et que les 
théoi-èmes que Ton a démontrés à leur endroit s'appliquent aussi à tout 
autre point de la surface. Par exemple, comme les cenlres des gerbes 
S et S, sont réunis par une courbe cubique gauche k^, qui appartient 
au second système de courbes de la surface, on voit que : 

Deux points quelconques delà surface P" du troisième ordrr peuvnl 
être réunis par une courbe gauche du second système. 

La courbe gauche k^ engendrée par S et S, peut êti'e considérée 
comme une courbe entièrement arbitraire du second système. De cette 
remarque on peut déduire que : 

Toute courbe gauche l' du premier système est située avec chacune 
des courbes fc,= du second système sur une surface réglée ou conique 
du second ordre; dans le cas d'une surface réglée, l'un des systèmes 
réglés se compose de cordes de l'une de ces courbes gauches du troi- 
sième ordre et l'autre système est foi^mé de cordes de Vautre courbe. 

En effet, la courbe gauche l^ est engendrée par trois faisceaux cor- 
respondants de plans a, n„ a^ des gerbes S, Si, S,; elle est donc située 
avec k^ sur la surface du second ordre qui contient toutes les cordes de 
^i" engendrées par les deux faisceaux de plans a et «i. Cette même sur- 
face du second ordre contient aussi les axes des deux faisceaux de 
plans, et ces axes sont des cordes de l' (11, pages 103-104). 

Réciproquement, toute surface réglée du second ordre que l'on peut 
menei' par une courbe gauche & de l'un des systèmes, est coupée en 
outre par la surface du troisième ordre suivant une courbe gauche 
c,' de l'autre système. 

En effet, comme une di'oite quelconque de la surface du second ordre 
a au plus deux points communs avec la courbe gauche c^ tandis qu'en 
général elle en a trois avec la surface F"' du troisième ordre, il existe 
encore en dehors de la courbe c" des points situés à la fois sur F^ et sur 
la surface du second ordre. Soient P et Q deux quelconques d'entre eux 
et c^^ la courbe gauche du troisième ordre passant par P et Q qui appar- 
tient à l'un des deux systèmes de courbes, mais pas au même système 
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que c'. Oh peut alora mener par c" et c^ une surface réglée du second 
ordre qui a en commun avec la précédente la courbe gauche c' et les 
deux cordes de if passant par P et Q, et qui par conséquent doit coïn- 
cider avec elle. 

Par chaque point S de la surface du troisième ordre passe un faisceau 
de courbes gauches du second système et les courbes k^ et k^' qui éta- 
blissent la collinéation des gerbes, S, Si et S, peuvent être considérées 
cflmme deux courbes entièrement arbitraires de ce faisceau. Chaque 
plan de S projette une corde de k^ et de A-/' qui lui correspond ; et ces 
deux cordes, qui se coupent en un point de la surface F', lui sont com- 
munes avec les deux plans qui lui correspondent dans S, et S^. On déduit 
de là la consh'ucHon suivante très simple de la surface du troisième 
ordre, au moyen des courbes gauches ki" et A:/* du second système : 

Par le point S, commun aux courbes k,^ et- k^, nous menons des 
plans et, dans chacun d'eux, nous déterminons les deux cordes de 
k^ et de ^/' qui ne passent pas par S; ces deux cordes se coupent en 
un point de la surface du troisième ordre. 

Par exemple, si nous donnons au plan passant par S une position 
telle qu'il soit coupe pai /»,' et k^' en deux points différents de S, les deux 
cordes ne sont aulies que les droites qui réunissent ces couples de 
points; elles -lont donc faciles à construire. C'est seulement quand un 
plan est tangent au pomt S à la courbe k^ ou k^ que la corde corres- 
pondante passe pai le point S. 

Cette construction peut nous donner un point quelconque P de la sur- 
face du troisième ordre. Comme k," et ft,' sont des courbes gauches 
entièrement arbitraires du second système, qui passent par S, il s'en- 
suit que : 

Si l'on considère toutes les courbes gauches du troisième ordre qui 
appartiennent au deuxième système de courbes et qui passent par un 
point arbitraire S, et si d'un autre point quelconque P de la surface 
du troisième ordre on leur mène des cordes, toutes ces cordes sont 
situées dans un même plan a passant par SP . 

Ce plan a est coupé au point P par les plans a^ et a^ qui lui corres- 
pondent dans les gerbes S, et S^ ; et toute courbe gauche du premier 
système passant P est engendrée par trois faisceaux de plans de S, S^, 
Sj, dont les axes sont respectivement contenus dans a, a^ et «j. Mais 
ces axes sont aussi en même temps des cordes de cette courbe gauche 
passant par P ; on a donc ce théorème : 
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Sî Von considère toutes les courbes gauches du troisième ordre qui 
appartiennent nu premier nijHlème de courbes et qui passent par le 
point arbitraire P ; et si du point S de la surface du troisième ordre 
on leur mène des cordes, toutes ces cordes sont contenues dans le même 
plan a,passantpar SP, 511e celui dont il a été question dans le théo- 
rème précédent. 

Comme le point R peut être choisi arbitr^rement sur la sinface du 
troisième ordre, ces deux derniers -théorèmes expriment une propriété 
commune aux deux systèmes de courbes. En vertu du dernier 
théorème, nous pouvons tout aussi bien construire la surface du troi- 
sième ordre au moyen de deux courljes gauches l^, l^ du premier sys- 
tème qu'à l'aide des courbes k^ et k^ du second système. Cette 
construction permet d'établir immédiatement une collînéation enti'e 
troisgerbes P, P,, P, de telle sorte que P engendre avec P, et P, les 
systèmes de cordes respectifs de li^ et //, c'est-à-dire de deux courbes 
du premier système, et que trois faisceaux de plans qui se correspon- 
dent dans P, P, et P, engendrent une courbegauchedu second système. 
La surface du troisième ordre est bien encore engendrée par les gerbes 
collinéaires P, Pi, P,, mais les deux systèmes de courbes ont échangé 
leurs rôles en ce qui regarde leur génération et leure relations récipro- 
ques. Il suit de là que : 

Toutes les propriétés de fiin des systèmes de courbes gauches du 
troisième ordre conviennent également à l'autre système. 

Ainsi, par exemple, deux courbes quelconques du second système 
doivent avoir un point commun, parce que les courbes du premier sys- 
tème jouissent de cette propriété. Un faisceau de courbes du second 
système coupe projectivement toutes les autres courbes de ce système. 

La surface du troisième ordr'e peut aussi être représentée sur un plan 
de telle sorte que toute courbe du second système ait pom' correspon- 
dante une ligne droite et tout faisceau de courbes de ce système un 
faisceau de rayons qui lui est projectif ; les courbes du premier système 
sont alors représentées par des courbes planes du cinquième ordre, 
parce qu'elles peuvent avoir au plus cinq points communs avec celles du 
second système. Les théorèmes que nous avons démontrés jusqu'ici 
pour les fiÛBCeaux de com-bes du premier système s'appliquent aussi 
aux fïdsceaux de courbes du second. 

Si à toute courbe gauche du troisième ordre, appartenant à un fais- 
ceau P de courbes du premier système, on fait correspondre faxe du 
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faisceau de plans de S, qui engendre la courbe avec les faisceaux cor- 
respondants de plans des gerbes S, et S,, ou bien, en d'autres termes, 
la corde que l'onpeut mener du point S à la courbe gauche, le fais- 
ceau S de rayons, que forment ces axes nu ces cordes, est rapporté 
projectivement au faisceau de courbes P. 

Soit, en effet, f' une courbe gauche quelconque du troisième ordre qui 
fait partie du premier système de courbes, mais qui n'appartient pas au 
faisceau de courbes P. Elle sera rapportée projectivement aufmsceau de 
courbes si Ton fait correspondre cliaque courbe du faisceau au pointde P 
par lequel elle passe (II, page 211), Mais, en même temps, le faisceau de 
plans de S, qui engendre la courbe gauche l' avec les faisceaux de plans 
correspondants de Sj et Sj, est perspectif aussi bien à l' qu'au faisceau S 
de cordes dont il est question dans le théorème ; P est donc aussi pro- 
iective à ce dernier. Le faisceau de courbes P et le fîùsceau de cordes 
S sont donc tous deux projectifs à la courbe gauche P et par conséquent 
ils sont aussi projectifs entre eus. 

Ce théorème subsiste encore dans le cas oti le centre du faisceau de 
courbes coïncide avec le point S. Le faisceau de cordes est alors con- 
tenu dans le plan tr de S qui réunit l'une à l'autre les tangentes aux 
courbes gauches A:,' et k^' du second système qui passent par S. En 
elfet, ce plan a est coupé au point S par les plans correspondants ^!^ et 
5j des gerbes S, et S,, parce que, par exemple, la tangente à fc,'' au 
point S a pour élément correspondant le rayon S[B de la gerbe S, et 
parce que le plan ^^ doit passer par S, S. Soit maintenant ?," une courbe 
quelconque du faisceau S de courbes appartenant au premier système 
et a la corde qui lui correspond dans o ; un plan quelconque mené par 
a a encore avec la courbe gauche l^ un point commun extérieur à a , qui 
s'approche indéfiniment du point S, quand ce plan se rapproche indé- 
finiment du plan o. Par conséquent a contient aussi la tangente à l^ au 
point S ; donc : 

Si en un point quelconque S d'une surface du troisième ordre on 
mène les tangentes à toutes les courbes gauches des deux systèmes 
qui passent par S, toutes ces tangentes sont contenues dans un seul 
et mèmeplan a, qu'on appelle le plan tangent aupoinlS. 

II faut encore remarquer que la courbe gauche //' est eu général tan- 
gente à 0, qu'elle est en outre coupée par ce plan en un point L diflé- 
rent de S et que sa corde a réunit entre eux les points S et L et par 
conséquent est une corde propre de l{^. La droite a ne coïncide avec la 
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tangente de l^ que si le plan n est osculateur à la courbe l^' au 
point S. 

Nous saisissons cette occasion pour faire mention de certains points 
remarquables qui peuvent, dans certains cas, se trouver sur la surface du 
troisième ordre et pour lesquels les tbéoi-èmes précédents ne sont plus 
applicables. En effet, il peut arriver que les courbes gaucbes k^' et 1;^' 
du troisième ordre, engendrées par la gerbe S et tes gerbes collinéaii'es 
S, et Sj, aient encore, en outre du point S, des points communs (au 
nombre de quatre au plus), ou bien encore qu'elles soient tangentes en 
S. Trois rayons homologues des gerbes se coupent alors en chacun de 
ces points, et éventuellement aussi en S ; il en résulte qu'mi pareil 
point doit être situé sur chaque courbe cubique gauche du premier 
aussi bien que du second système de courbes. Les centres de deux des 
trois gerbes coHinéaires S, S,, S, peuvent être transportés en un pareil 
point double de la surface, en sorte que cette dernière peut être engen- 
drée pai- trois gerbes coHinéaires, dont deux sont concentriques. Nous 
ne nous étendrons pas davantage sur ces cas particuliers, mais nous 
admettrons que les courbes gauches k^'' et /r,", que l'on doit considérer 
comme deux courbes absolument quelconques du second système, n'ont 
qu'un seul point S commun et qu'elles s'y coupent, Deux courbes gauches 
quelconques du premier système n'ont donc aussi qu'un seul point 
commun et elles se coupent en ce point. 

Si nous réunissons par une surface du second ordre chacune des 
courbes P du pj'eniier système avec une courbe quelconque donnée k' 
du second système, nous obtenons une gerbe de surfaces du second 
ordre qui se coupent toutes suivant fc'. A toute courbe du premier sys- 
tème correspond une surface de la gerbe /;\ passant par elle; atout 
faisceau P de courbes correspond au contraire un f^sceau ponctuel de 
F^ dont les différentes surfaces ont en commun la courbe gauche k^ et 
une corde de k^ passant parle point P. Supposons le centre de la gerbe 
S placé en dehors de la courbe gauche fc"' ; à tout rayon a de S corres- 
pond alors une courbe déterminée f du premier système, ei^endrée par 
le ffûsceau de plans a et les faisceaux de plans homologues des gerbes 
Si et Sj, et a est une corde de cette courbe gauche l'. 

Le rayon a a, d'après cela, pour correspondants une surface kH" de la 
gerbe de surfaces k' et un plan déterminé a, qui est le plan polaire du 
point S par rapport à cette surface. Le plan a passe par le point S' qui 
est conjugué au point S par rapport à la courbe gauche k'- ; il est en 
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outre coupé par le rayon a en un point qui est le conjugui^ de S par 
rapport à la courbe gauche P (II, pages 119-1'iO). 

Si le rayon a pivote autour du pouit S, la courbe l:' change de posi- 
tion sur la surface du troisième ordre et la surface du second ordre AT 
varie aussi dans la gerbe k' ; et en même temps, le plan polaire a de S 
doit pivoter autour du point S'. Si a décrit un faisceau ordinaire de rayons, 
r- décrit un faisceau de courbes qui lui est projectif ; la surface k'F' doit 
par conséquent décrire un fwseeau ponctuel de F' et le plan a un fais- 
ceau de plans du premier ordre, projectif à. ce faisceau de surfaces. Par 
suite, à tout rayon de S correspond un plan de la gerbe S' et à tout 
faisceau de rayons du premier ordre de S et à son plan correspondent 
dans S' un faisceau de plans du premier ordre et son axe. il résulte de 
là que les gerbes S et S' sont rapportées réciproquement l'une à l'autre 
et conséquemment engendrent une surface du second ordre ; donc : 

Si d'un point quelconque S de la surface du troisième ordre 
on mène une corde a à chaque courbe gauche P du premier système, 
et si Von détermine le point de a conjugué a S par rapport à la 
courbe I*, tous les points ainsi trouvés constituent une surface du 
second ordre passant par S. Cette surface contient aussi tous les 
points S' conjugués à S par rapport aux courbes gauches k' du second 



Si un rayon quelconque de la gerbe S coupe la surface du t 
ordre en deux points A et A,, différents de S, et s'il est par suite une 
corde de ia courbe du premier système qui passe par A et A,, le point 
de cette corde qui est conjugué à S est harmoniquement séparé de S pai- 
A et A[ . Faisons mouvoir le rayon SAA, de manière que les deux points A et 
A, se rapprochent indéfiniment l'un de l'autre et que SAA, devienne 
une tangente à la surface du troisième ordre ; le point conjugué à S 
doit aussi venir se réunir au point de contact, puisqu'il est har- 
moniquement séparé de S par A et A,. On voit de même que le point 
conjugué à S vient se confondre avec lui, quand l'un des points A 
et A, coïncide avec S et quand, par conséquent, le rayon SAA, se rap- 
proche indéfiniment d'une tangente menée à la surface au point S. 
Donc : 

La surface du second ordre, dont il vient d'êti^e question, contient 
tous les points qui sont harmoniquement séparés de S par deux autres 
points A, A, de la surface F'' du troisième ordre, ainsi que les points 
de contact de toutes les tangentes que l'on peut mener de S à la sur- 
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face. Elle a iJc plus sonplan tangent en S commun avccF'' cl, peut être 
appelée la polaire du point S. 

Gomme tout faisceau de courbes du premier système a pour corres- 
pondant dans S un faisceau de rayons qui lui est projeetif, nous pou- 
vons dire aussi que le premier système de courbes est projectivement 
rapporté au faisceau de rayons S. Mais la gerbe S est rapportée réci- 
prorpiement à la gerbe S' et d'autre part à quati'e plans harmoniquas 
de S' il correspond toujours quatre surfaces harmoniques de 3a gei'be 
de surfaces k', en sorte que cette dernière est aussi projective à la 
gerbe S', Nous déduisons de là que : 

Si à chaque cowbe dv premier système on fait correspondre la 
surface de la gerbe k? qui passe par elle, te système de courbes eut 
rapporté projectivement à la gerbe de surfaces k'' ; et chaque faisceau 
de courbes du système a pour correspondant dans k" le faisceau 
ponctuel de F^ qui lui est projeetif . 

A l'aide de ce théorème, nous pouvons facilement trouver la position 
respective des points qui sont harmoniquement séparés par deux points 
de la sm'face F* d'un point donné P extérieur à cette surface ou, pour 
nous exprimer d'une manière plus générale, qui sont conjugués à P par 
rapport à chacune des courbes P du premier système. Joignons V' par 
des surfaces du second ordre k ti'ois courbes quelconques l£\k^,k^ du 
second système, les trois plans polaires du point P par rapport à ces 
surfaces se coupent au point qui est le conjugué de P par rapport à l^. 
Si maintenant t' décrit le premier système de courbes tout entier, les 
surfaces lr'ï'\ k^V, fc/f décrivent les trois gerbes de surfaces fc", k^ et lï\ 
qui sont projectives au système de courbes et par suite projectîves 
entre elles; et les trois plans polaires du point P déciivent trois gerbes 
P', P,', Pg' qui sont projectives aux gerbes de surfaces et au système 
de courbes, qui par suite sont coUiuéaires entre elles et dont les centres 
sont conjugués à P par rapport aux trois courbes gauches k^, k^\ kj'. 
Ces gerbes collinéfûres P',P^*,P/ engendrent une surface du troisième 
ordre ; donc : 

Les différents points, qui sont harmoniquement séparéx par deux 
points de la surface Y' du troisième ordre d'un point P situé en dehors 
de W, sont contenus sur une deuxième surface du troisième ordre. 
Cette dernière passe aussi par les points de contact de toutes les tan- 
gentes que l'on peut mener dcP fi In surface F' et elle (".( éqalrmenl 
tangente à ces tangentes. 
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Toute droite menée par P et ayant avec F trois points A, A,, Aj com- 
muns est aussi coupée par !a deuxième surface du troisième ordre en 
trois points B, B^, B^. Si maintenant le rayon PA pivote autour de P de 
manière à devenir une tangente à ia surface F, et par conséquent de 
manière que deux des points A, Aj, A^ se réunissent au point de contact, 
l'un des points B, Bj, B^ vient coïncider avec eux, tandis qu'en même 
temps les deux auti-es se réunissent ; car chacun des points B, B,, Bg est 
harmoniquement séparé de P par deux des points A, k„ A^. La dernière 
partie de notre théorème se trouve ainsi démontrée. 
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Courbes planes du troisième ordre. 

L'étude des courbes planes situées sur la surface F' du troisièiiie 
ordre nous conduit à d'autres prapriétés importantes de cette surface. 
Un plan quelconque 2 la coupe suivant une courbe C. du troisième 
ordre, c'est-à-dire qui a en commun avec toute droite de ce plan, non 
située sur F', trois points au plus et un point au moins. La surface F' est 
engendrée par trois gerbes collinéaires S, S,, S, ; d'après cela la courbe 
Cj se présente à nous comme la forme engendrée par trois systèmes 
collinéaires situés sur s, qui sont des sections de ces gerbes, et elle peut 
être définie, indépendamment de la surface du troisième ordre, ainsi 
qu'il suit : 

Trois systèmes collinéaires, contenus dans le même plan 2, engen- 
drent une courbe Cj du troisième ordre, suivant les points de laquelle 
les rayons homologues des systèmes se coupent trois à trois. Par 
aucun point situé en dehors de G. il ne passe plus de deux rayons 
correspondants des systèmes. 

Projetons les trois systèmes collinéaires de trois points quelconques 
de l'espace pai' des gerbes, ces dernières engendrent une surface du 
troisième ordre passant par C^. Cette surface dégénère en une surface 
conique du troisième ordre, quand les centres des trois gerbes coïn- 
cident. 

La surface F du troisième ordi-e, dont nous considérons la courbe 
plane C. comme une section, peut être représentée sur un système 
plan 2' au moyen des gerbes collinéaires S, Sj, S^; comme nous l'avons 
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VU, nous n'avons qu'à rapporter réciproquenienl œs gerbes à 2'. Comme 
représentation de Gj, nous aurons alors une courbe C. qui est égale- 
ment du troisième ordre. Les systèmes plans 2 et s' sont rapportés 
réciproquement Tun à l'autre d'une triple manière par le moyen des 
gerbes S, S„ Sg ; et tout point P' de G'^ se distingue des autres points 
de s' en ce que les trois rayons de S qui lui correspondent ne foiment 
pas un triangle, mais passent par un seul et même point P de C^. Réci- 
proquement, au point P de G, correspondent dans 2' trois rayons qui 
se coupent en un seul et même point de G'.. Nous avons déjà vu pré- 
cédemment {11, pages 210-211), et démontré d'une autre manière, que 
C\ a en commun avec toute droite de 2' trois points au plus et un 
point au moins. 

Toute section plane C^ de la surface F"' du troisième ordre est en- 
gendrée par trois faisceaux de plans du troisième ordre de S, t>i, S^. 
Une propriété importante de la courbe G. découle des théorèmes 
précédemment démontrés (II, page 218). C'est la suivante : 

jSoï( s un point quelconque de la courbe plane G, du troisième 
ordre, tous les points qui sont harmoniquement séparés de S par deux 
autres points de la courbe sont situés sur une conique passant par S. 
Cette conique est tangente en S à la courbe G. et contient les points de 
contact de toutes les tangentes que Von peut mener du point S à G.. 
Dans des cas particuliers, cette conique dégénère en deux droites. 

Pai- exemple, la conique doit toujours se composer de deux draites, 
quand CjSe décompose en trois droites a, b, c. On voit immédiatement 
que ce cas est possible, car on peut rapporter collinéairement entre 
eux trois systèmes plans de manière qu'ils aient un triangle abc cor- 
respondant commun. Si G^ contient une courbe du second ordre a et 
si S est intérieur ou extérieur à a, la conique dont il est question dans 
le théorème se réduit paiement à deux droites, dont l'une est identique 
avec la polaire de S par rapport à a. L'auti'e droite passe par S, 
et elle doit appartenir tout entière à la ligne G.; car s'U en était autre- 
ment, il serait impossible que chacun de ses points fût hai'monique- 
ment séparé de S pai' deux points de la ligne G.. Il suit de là que: 

Si la courbe G^ du troisième ordre contient une conique a, elle se 
décompose en cette conique et en une droite. 

Nous allons réunir les uns aux autres les centres des trois gerbes S; 
Sj, Sj par une conique ■Z' et démontrer que vj' est contenue lout entière 
sur la surfate F" ou (lu'elle a encore au f)lus trois autres points corn- 
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muns avec ¥~\ Projetons de S la conique y/ pai" un faisceau de rayons 
et cherchons le faisceau de rayons qui lui correspond dans la gerbe S^ ; 
ce dernier est également projectif à ■/,' et engendre avec •/} un faisceau 
de plans du premier ou du second onb-e. Tout plan de ce fiûsceau a un 
point de ■/.' commun avec le plan correspondant de S ; à ce faisceau de 
plans correspond aussi dans S, un faisceau de plans projectif à /^, dont 
tous les plans passent pai- les points correspondants de -/.^ ou dont trois 
au plus jouissent de cette propriété (I, pages 135-156). Le théorème 
est donc démontré; et comme S, S,, S^ peuvent être considérés comme 
trois points absolument quelconques de la surface F% on voit que : 

La surface P' du troisième ordre et chacune de ses sections planes 
ont au plus six points communs avec une conique qui n'est pas en- 
tièrement située sur la surface. 

Si donc une courbe plane G, du troisième ordi'e a plus de six points 
communs avec une conique, elle se décompose en cette conique et en 
une droite. On voit de plus que : 

Une surface du second ordre a en général une courbe gauche du 
sixième ordre commune avec la surface du troisième ordre. 

En effet, un plan quelconque coupe la surface du second ordre sui- 
vant une conique qui, en général, a tout au plus six points (situés sur 
la courbe gauche) communs avec la surface du troisième ordre. 

Trois faisceaux de plans du second ordre projectif s, mais non con- 
centriques, engendrent en généi^al une courbe gauche-; du sixième ordre, 
par laquelle on peut faire passer une surface du troisième ordre. 

En effet, les trois geibes S S^ S^ auxquelles appartiennent les fais- 
ceaux du second ordie sont lappoitees collméairement entre elles par 
le moyen de ces faisceaux et engendient une buiface F du troisième 
ordre. Représentons F' sm un plan 2 aux faisreaux de plans du second 
ordre et à la courbe ■; qu ils engendient coirespond dans S une coni- 
que y' et à toute couibe phne d intersection < de Y coirespond dans 
2' une courbe G', du tioisième oïdie Comme ,- t au plus six points 
communs avec G'j, • len aussi coupé pai h couibe G et par son 
plan en six points au plus 11 n y a d exception que si tiit partie de 
la courbe G'.. 

Si une conique a six point^î tcmmuns i\ec une couibe G^ du troi- 
Rième ordre et si elle change de foi me et de pc-ition dune manière 
continue, de telle sorte que deux de ces six poinis se rapprochent 
indéfiniment l'un delà tK tes deux points t leunisseil finalement 
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pour former un point, de contact commun en dehors duquel les deux 
courbes n"oiit plus que quatre points communs l'une avec l'autre. 

Mais les points de contact des tangentes que l'on peut mènera une 
courbe G, d'un point S de cette courbe sont situés sur une conique 
tangente à la courbe C^ en S ; donc : 

Par un point quelconque S de la courbe C, (lu troisième ordre, on 
ne peut, en outre de la tangente en S, mener au plus que quatre tan- 
gentes à C5. 

Par le point S de la courbe G, passent une infinité de rayons qui 
coupent chacun la courbe en deux points différents de S. Chacun de 
ces couples de points peut être réuni par une courbe gauche du troi- 
sième ordre, qui appartient au premier système de courbes de la sur- 
face F"' du troisième ordre; et il résulte des théorèmes précédents 
(II, pages 214-215) que toutes les courbes gauches ainsi déterminées 
se coupent en un même point P de C.. Nous avons aussi démontré déjà 
que le faisceau de courbes P du premier système est rapporté projecti- 
vement au faisceau de rayons S, quand à chaque courbe de P on' fiùt 
correspondre sa corde qui passe par S. Le faisceau de courbes P peut 
être réuni à une courbe gauche quelconque /;"' du second système par 
un faisceau ponctuel de F*, dont les surfaces se coupent suivant k^ et 
suivant la corde de k^, qui passe par P. Ce faisceau de surfaces est 
lui-même projectif (II, page 219) au fiùsceau de courbes P et au fais- 
ceau de rayons S; et les points qui sont communs à un rayon quel- 
conque de S, à la courbe correspondante du faisceau P et à la sm-face 
correspondante du second ordre sont situés sous la courbe Cj. Le 
faisceau de surfaces est coupé par le plan du faisceau de rayons S sui- 
vant un faisceau de coniques qui lui est projectif, et dont les coniques 
passent par le point P et par les points communs au plan et à la courbe 
-gauche k". Or, comme k^ peut être choisie arbitrau-ement dans le second 
système de courbes, il s'ensuit que : 

La courbe plane C. du troisième ordre peut être enç/endrée d'une 
infinité de manières au moyen d'un faisceau de rayons S et d'un fais- 
ceau de coniques qui lui est projectif, de telle sorte que les points d'in- 
tersection d'un rayon de S et de la conique correspondante soient si- 
tués sur G.. 

Pai-mi les quatre points qui sont communs aux coniques, nous pou- 
vons en choisir deux, et Q, d'une majiière absolument arbitraire sur 
G, puisque, par deux points quelconques de la surface F\ on peut faire 



y Google 



COURBES PLANES DU TROISlÈMli ORDRE. 225 

passer une courbe k^ du second système ; le troisième R se trouve éga- 
lement sur k". Le quatrième point P ne dépend qu'en apparence du 
choix du point S ; car nous alloifâ montrer de suite que l'on peut attri- 
buer à chacun des trois points 0, Q, R le rôle que joumt le point P dans 
la recherche précédente et que, par suite, P peut être échangé avec un 
point quelconque de C.. Au contraire, chacun des quatre points est dé- 
terminé par les trois autres et par le point S. En effet, si 0, P, Q et S 
sont donnés, nous trouverons R, en joignant par une conique 0, R et Q 
avec deux points quelconques de Cj situés sur une même droite 
avec S et en cherchant le sixième point d'intersection de cette conique 
avec Cj. 

On peut échanger le point P avec le point ; cela résulte de la dé- 
monstration du théorème suivant : 

Par chaque courbe engendrée au moyen d'un faisceau de rayons S 
et d'un faisceau de coniques (OPQR) projecHf à S, et conscquemment 
par le centre de S et les quatre points 0, P, Q, R communs aux coni- 
ques, on peut faire passer une surface du troisième ordre ; ou autre- 
ment dit, la courbe est du troisième ordre. 

Nous joignons trois des quitre derniers points par exemple P, Q 
et R pii une couibe gauche k du tiojsième oïdie nous prenons arbi- 
trairement sui cette dernière les centi es de deux gerbes S^ et S^ et nous 
rappcitons ces geibes coUmean ement entre elles de telle manière 
qu'elleb e i^endre il le s\ sterne de coi de'i de A,' Par passe une corde 
de k sunant laquelle se coupent deux plans homologues a^ et a^ des 
gerbes Soient '.^ et s, deux layons homolog les des gerbes, respective- 
ment contenus dans a et a, ils coupent le pKn OPQR en deux points 
qui ippii tiennent \ une seule et même conique du faisceau (OPQB) ; 
en effet les faisceaux proiectif'î de plans s, et Sj engendrent une surface 
du second ordre passant par k' et par le point et sur laquelle sont 
aussi situés les rayons s, et s,. Les deux faisceaux de rayons de s^ et s^, 
situés dans a, et «^ et qui se correspondent, seront donc coupés par le 
plan OPQ R suivant deux ponctuelles perspectives au fiûsceau de co- 
niques (OPQR) (II, page 1 78) ; elles sont donc aussi projectives au fais- 
ceau de rayons S. Rapportons maintenant la gerbe S coUinéairement 
à Sj et Sj, de manière que ces trois faisceaux projectifs de rayons se 
correspondent, les trois gerbes engendrent mie surface du troisième 
ordre, dont la courbe plane donnée est une section. La colîinéation en 
question peut être établie dune inlinité de manières (II, page 7). 
rAonéma de fositlun, — ii. K 
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Le rôle du point I' peut donc aussi être attribué effectiveinenl à toul 
autre point quelconque de la courbe C, du troisième ordre ; il en ré- 
sulte alors d'une manière générale que : 

Si l'on prend arbitrairement quatre points S,P,Q,R sur mie courbe 
plane C^ du troisième ordre, et si l'on réunitpar une conique lespoînts 
P, Q et Rà deux autres points de C^ situés sur une même droite avec 
S, toutes ces coniques constituent un faisceau de coniques projectif 
au faisceau de rayons S, et le quatrième point commun aux coniques 
est aussi situé sur C^. 

On voit immédiatement que la réciproque suivante de ce théorème 
est exacte : 

Si par quatre points quelconques 0,P,Q,R d'une courbe plane C^du 
troisième ordre on fait passer des coniques qui aient encore cha- 
cune deux autres points cotitniuns avec Cj, les droites qui réunis- 
sent ces couples de points se coupent en un seul et même point 
S de Cj. Le faisceau {OPQR} de coniques est rapporté projectivement 
au faisceau de rayons S, quand on fait correspondre à chaque co- 
nique le rayon de S obtenu de cette manière. 

Pour que le théorème ait un sens, il faut que, pai'mi les quatre points 
0,P,Q,R, il n'y en ait pas trois sur une même droite. Au contraire, 
deux quelconques d'entre eux peuvent se rapprocher indéfiniment l'un 
de i'aulre, en sorte que le théorème subsiste encore quand les coniques 
coupent Cj en deux points et lui sont tangentes en un troisième, ou bien 
quand elles sont tangentes entre elles et à la courbe Cj en deux points 
différents, etc. 
Le point S a reçu le nom depoint opposé au quadrilatère OPQR. 
Le dernier théorème constitue une des propriétés fondamentales des 
courbes planes du troisième ordre ; et nous pouvons en déduire un 
grand nombre d'autres propositions , et tout d'abord la suivante : 

Par huit points arbitraires 0, P, Q, R, A, R, C, D du plan on peut 
faire passer une infinité de courbes du troisième ordre ; par un neu- 
vième point ai'bitraire E, il ne passe qu'une seule de ces courbes; 
c'est seulement quand E a une position particulière^ complètement 
déterminée par les huit premiers points, que toutes ces courbes du 
troisième ordre passent par ce dernier point. 

Parmi les points donnés nous en choisissons quatre quelconques, 
, P, Q, R, dont trois ne soient pas en ligne droite ; nous faisons passer par 
eux un faisceau de coniques et nous désigîions par a, p, y, t, s les cinq 
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coniques de ce faisceau (OPQR) qui passent respectivement par S., B, 0, 
D, E. Nous pouvons rapporter le faisceau de rayons D à (OPQR) de 
telle sorte que les rayons DÂ, Dîï, I)G correspondent respectivement 
aux coniques a, ^, y ; ceci fait, nous pouvons construire aussi les rayons 
DD,et DE, du faisceau D qui correspondent aux coniques S et s. A pré- 
sent, nous imaginons qu'on ait tracé par A, B, C et D une conique v. tan- 
gente en D au rayon DD, ; elle est coupée par le rayon DEj en un point 
Ej et est rapportée par le faisceau D projectivement au faisceau de co- 
niques (OPQR), de telle sorte que les coniques a, (B, y, S, e correspon- 
dent respectivement aux points A, B, C, D, E^ de x. Tout faisceau de 
rayons S, perspectif à laconique-/., engendre avec le faisceau de coniques 
(OPQR) une courbe du troisième ordre qui passe par les huit points 
0, P, Q,R, A, B,G, D. Si maintenant nous déterminons sur x le centre du 
fMsceau de rayons S, de manière que le point E, en soit projeté par le 
rayon SE, la courbe du troisième ordre passe aussi par le neuvième 
point E. Pour une position quelconque du pointS, la courbe du troisième 
ordre a en commun avec la conique les cinq points S, A, B, C, D et 
conséquemment elle en a encore au plus un sixième T. Ce point T de x 
est situé de même que A, B, G et D sur la conique du faisceau (OPQR) 
qui lui correspond et, par conséquent se trouve contenu sur chacune 
des courbes du troisième ordre qui passent par 0, P, Q, R, A, B, C, D ; 
c'est seulement quand E coïncide avec T que toutes ces courbes pas- 
sent par E. 

Il est à remarquer que nous n'avons nullement besoin de tracer la 
conique x, mais que nous pouvons trouver les points Ej et S par des 
constructions linéaires, pai- exemple, au moyen du théorème de Pascal. 
Nous pouvons de même constniire le deuxième point A, où le rayon 
SA coupe la conique « ; et comme A, appartient aussi à la courbe du 
troisième ordre cherchée, nous aurons résolu ainsi le problème sui- 
vant : 

Une courbe plane C^ du troisième ordre étant donnée par neuf 
points, construire son dixième point A,, quîest sur une même conique 
« avec cinq quelconques des points donnés. 

Le faisceau de coniques (OPQR) contient aussi les trois couples 
de côtés opposés du quadrangle OPQR, Cherchons le rayon du fais- 
ceau S qui correspond à Pun d'eux, par exemple à OP, QR, nous ré- 
soudrons ainsi ce problème : 

Une droite OP réunit deux des neuf points donnés ; constniire 
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son troisième point rï intersection avecla courbe C.du troisième ordre. 

Soit l un rayon quelconque du faisceau S et X la conique qui lui cor- 
respond dans le faisceau (OPQR). Lorsque l se rapprociie indétinimeiit 
du rayon SO, l'un des deux points d'intersection de / et de X s'approche 
indéfiniment du point (1 et la droite qui réunit à ce point d'intersec- 
tion devient la tangente à la courbe C; au point ; en même temps, la 
conique ï, change de forme de telle manière qu'elle est également tan- 
gente à cette droite au point 0. Si donc nous déterminons la tangente 
au point à la conique qui correspond au rayon SO, nous résolvons 
par là même ce problème : 

Mener une tangente à la courbe C^ du troisième ordre, en l'un des 
neuf points donnés, en par exemple, 

A l'aide de ces remarques, on peut aussi traiter facilement les pro- 
blèmes suivants : Construire une courbe du troisième ordre dont on 
donne huit points et une tangente, ou bien sept, six, cinq points et 
les tangentes respectives en deux, trois ou quatre d'entre eux. Nous 
ne nous arrêterons pas à en donner la solution . 

On a démontré qu'en général huit points du plan peuvent être réunis 
à un neuvième par une courbe du troisième ordre ; de cette démons- 
tration il résulte que : 

Deux courbes planes du troisième ordre ont au plus neuf points 
communs 0, P, Q, fl, A, B, C, D, T; ces points peuvent être réunis 
à un dixième point E quelconque du plan par une courbe du troisième 
ordre. 

Sipar quatre des neuf points, par exemple, par 0, P, Q, R, nous 
faisons passer un faisceau de coniques et par les cinq autres une 
conique-/., cette dernièrepeut être rapportée projectivement au faisceau 
de telle manière qu'aux cinq points A, B, C, D,T de v. correspondent 
respectivement les coniques du faisceau {OPQR) qui passent par eux. 
La conique x contient aussi le point S opposé au quadrilatère OPQIt 
par rapport à toutes les courbes du troisième ordre passant par les 
neuf points. 

Il peut arriver que six des neuf points soient situés sur une conique. 
Soit K. un septième point quelconque de cette conique, on peut aussi 
réunir K aux neuf points par une courbe du troisième ordre ; et comme 
cette dernière a sept points communs avec la conique, elle se décompose 
en cette conique et en une droite. Donc : 

Si, parmi les neuf points d'intersection de deux courbes dit Iroi- 
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sième ordre six sont situés sur une conique, les trois autres sont sur 
une même ligne droite. 

Ce théorème et sa démonstration subsistent encore quand la conique 
dégénère en deux droites. Nous en déduisons que : 

Si une courbe C^ du troisième ordre est coupée par trois droites a, 
b, c en groupes de trois points tels que six de ces neuf points soient 
situés sur une courbe du second ordre ou encore sur deux nouvelles 
droites k et 1, les trois autres points d' intersection sont sur une même 
droite m.. 

Car les trois droites a, h, c constituent une seconde ligne du troisième 
oMre et, par les neuf points d'intersection, on peut faire passer une 
infinité de courbes du troisième ordre. Les six points communs à une 
courbe G, du troisième ordre et à une conique quelconque peuvent être 
réunis deux à deux par 15 droites qui coupent Gj en 15 points P ; ces 
quinze points P sont trois à trois sur \ 5 droites g et ces \ 5 droites g se 
coupent trois à trois en ces 15 points P. 

Dans le théorème précédent, nous pouvons prendre arbitrairement 
les droites k et l et, par leurs six points d'intersection avec C-„ faire 
passer les trois droites a, b, c. Si ^ et / se rapprochent indéfiniment 
l'une de l'autre, a, b, c deviennent trois tangentes de la courbe du 
troisième ordre et l'on voit que : 

Si l'on mène des tangentes à la courbe C, du troisième ordre aux 
trois points qui lui sont communs avec une droite k, ces tangentes 
coupent la courbe en trois nouveaux points, qui sont situés sur une 
deuxième droite m. 

Nous avons déjà vu que la courbe plane C. du troisième ordre peut 
se décomposer en une droite et une conique, mais nous n'avons pas 
encore démontré qu'il doit toujours en être ainsi quand la courbe G, 
contient une droite g. Par le fait, cette décomposition n'est pas tou- 
jours nécessîùrement celle qu'on indique, car on peut se représenter le 
cas où la courbe du troisième ordre se réduit tout entière à la droite g, 
ou bien où elle n'a qu'un seul point en dehors de g. Mais si G,, outre 
g, se compose d'autres points, trois d'entre eux ne sont pas en général 
situés sur une même droite l; car s'il en était ainsi, / aurîût encore 
avec Cj le point Ig commun ; elle aurait alors quatre points communs 
avec Gj, appai-tiendrait par suite dans son entier à la courbe G", et 
cette courbe G^ devrait se décomposer en trois droites, dont la troisième 
pourrait se confondre avec / ou g. Nous pouvons d'après cela réunir 
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cinq points quelconques extérieurs à g par une courbe n* du 
ordre qui constitue aussi avec g une courbe du troisième ordre. Ces 
cinq points, joints aux trois points de la droite g, constituent un système 
de huit points qui, avec un neuvième point quelconque du pian, dé- 
terminent en général une seule courbe du troisième ordre. Si maintenant 
nous choisissons aussi le neuvième point sur la droite g, cette courbe 
du troisième ordre se confond évidemment avec G; et en même temps 
aussi avec la courbe du troisième ordre qui se compose de g et de la 
conique %^. Donc : 

Siunecourbe C. du troisième ordre renferme une droite g, elle se 
décompose généralement en cette droite et une conique ; dans des cas 
particuliers, elle peut se composer de g et de deux autres droites, 
quand elle ne se réduit pas à g et à un point isolé, ou même à g toute 
seule. 

On peutfacilement conclure de là que, parmi les neuf points d'in- 
tersection de deux courbes du troisième ordre, six doivent être situés 
sur une conique ou sur deux droites, quand les trois autres sont sur 
une môme ligne droite. 

Le théorème suivant peut encore trouver place ici, en terminant : 

la courbe de base d'un faisceau de surfaces du second ordre est 
projetée de chacun de ses points suivant une surface conique du troi- 
sième ordre. 

Soient S et T deux points quelconques de la courbe de base ; nous 
pouvons rapporter la gerbe S réciproquement à la gerbe T d'une triple 
manière, de manière qu'elle engendre avec T trois surfaces quelcon- 
ques du faisceau ponctuel de F^ Le point S se présente aloi-s comme 
centre de trois gerbes coUinéaires, et ces dernières engendrent (II, 
page 221) une surface conique du troisième ordre dont les rayons pro- 
jettent chacun un point de la courbe gauclio du quatrième ordre. Nous 
en concluons que : 

Une surface conique du troisième ordre et une surface réglée du 
second ordre, qui ont deux rayons a et h communs, se coupent sui- 
vant une courbe gauche du quatrième ordre par laquelle on peut faire 
passer un faisceau de surfaces du second ordre. 

Pour le démontrer, joignons par une nouvelle surface du second 
ordre le point ab avec sept points quelconques, extérieurs à a et fr et 
appartenant à la courbe d'intersection de la surface réglée et de la sur- 
face conique du troisième ordre. Cette nouvelle surface sera coupée par 
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la surface réglée suivant une courbe gauche du quatrième ortlre qui 
doit aussi être située sur la surface conique du troisième ordre ; car elle 
sera projetée au point ab suivant une surface conique du troisième 
ordre qui a en commun avec la surface conique donnée sept rayons, 
en outre de a et b, et qui par suite est identique avec elle. On démontre 
de même que : 

Une surface conique du troisième ordre et vne surface conique du 
second ordre, non concentriques mais tangentes te long d'un rayon, 
se coupent suivant une courbe gauche du quatrième ordre par la- 
quelle on peut faire passer un faisceau de surfaces du second ordre. 

Réunissons brièvement les résultats principaux acquis dans cette 
leçon et nous avons pour les surfaces du troisième ordre le théorème 
suivant : 

La surface du troisième ordre est coupée par un plan quelconque 
suivant une courbe C, du troisième ordre, déterminée par neuf points 
arbitrairement choisis sur elle. Cette courbe se décompose en une 
conique et une droite, quand elle a plus de trois points communs avec 
une droite ou plus de six points communs avec une conique ; elle peut 
aussi se réduire à trois droites ou à moins de trois droites. La courbe 
C, du troisième ordre a au plus neuf points communs avec une autre 
courbe quelconque du troisième ordre; huit de ces points déterminent 
le neuvième ; d'après cela, deux surfaces du troisième ordre se cou- 
pent en général suivant une courbe qauche du neuvième ordre. Vne 
surface du second ordre et une surface du troisième ordre se coupent 
en général suivant une courbe gauche du sixième ordre. 
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Les vingt-sept droites de la surface du troisième ordre 
et les coniques contenues sur la surface. 



I^tant donnée une surface du troisième ordre engendrée par trois 
gerbes collioéaires S, S^, S^, si nous la représentons sur un système 
plan 2 en rapportant réciproquement 2 à S, S,, Sj, à tout point de F' 
coneipond un pomt unique de 2. Il peut au contraire exister dans 2 
cei tains points pi mcipaut auxquels correspondent plusieurs des points 
de F pai exemple tous les points d'une droite. A un point quelconque 
de s eoiiespondent en effet les trois plans homologues de S, S,, S,, et 
leur point d intersection situé sur F' ; mais si ces plans ont plus d'un 
point commun et par conséquent ont une droite commune, le point 
i, )i 1 espondant de 2 est un point principal. Nous donnerons à la droite 
qui coiiespond au point principal le nom de rayon principal de la 
suiface F elle est une coi de commune aux trois courbes gauches du 
troi'iième ordie engendiées par les gerbes S, S,, S, prises deux à deux. 
C mnie ces combes gauches peuvent être considérées comme trois 
cLurbes quelconques du second système de courbes de F% les points 
pimcipaux de 2 peuvent aussi être définis de la manière suivante : 

Lct, points principaux au plan 2 ont pour éléments coi-respondants 
sm la surftCL F du ttoisième ordre les cordes communes au 
deuxième système de combes de W; nous donnons à chacune de ces 
coi des II nom de i ayon pnncipal de la surface du troisième ordre. 

Les points pnn ipau\ de 2 sont donc les points doubles des courbes 
du cinquième n lie qui coirespondent aux courbes gauches du second 
s; sterne de F 
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Un plan quelconque coupe la surface F' suivant une courbe plane G,; 
qui a un point commun avec toute droite située sur F. Nous en con- 
cluons que : 

Les courbes du troisième ordre de 2, qui correspondent aux sec- 
tions planes de la surface F', passent par tous les points princi- 
paux de 2, 

Par une droite quelconque g, qui a tes trois points P, Q, R communs 
avec F, menons deux plans quelconques ; ils coupent la surface F' sui- 
vant deux courbes Cj et G^* qui passent par les points P, Q,R. En outre 
des trois points qui correspondent h ces trois dei'niers, les courbes qui 
représentent G, et G.' ont encore au plus six points communs et chacun 
d'eux doit être un point principal de S, parcequ'il a pour correspondant 
un point de G, aussi bien qu'un point de C,*. Ges six points principaux 
ne sont pas contenus sur une même conique ; car sans cela, les trois 
autres points devraient être situés sur une même droite, ce qui est 
impossible , puisqu'une droite de 2 a pour correspondante sur F"' une 
courbe gauche du troisième ordre qui a au plus deux points communs 
avec la droite arbitraire g. Donc : 

Le plan 2 renferme au plus six points principaux qui ne sont pas 
situés sur une seule et même conique; et la surface ¥' renferme au 
plus six rayons principaux ou cordes communes du deuxième système 
de courbes. Etant données trois gerbes coUinéaires quelconques de 
Vespace, il existe en général six droites au plus suivant lesquelles les 
plans homologues des gerbes se coupent trois à trois. 

Lorsque deux cordes d'une courbe gauche du troisième ordre sont 
situées dans un même plan, elles se coupent, comme on le sait, en un 
point de la courbe Or, comme les courbes gauches du deuxième 
système ne doivent pas toutes passer par un seul et même point , il 
s'ensuit que : 

Deux rayons principaux de In surface F' ne sont jamais dans un 
même plan. 

Une droite quelconque 3 de 2 a pour correspondante sur la surface 
F"' une courbe gauche 7" du premier système ; mais 

Si une droite g rfe 2 contient un point principal U, la courbe gauche 
y' du troisième ordre, qui lui correspond, se décompose dans le rayon 
principal u, correspondant à U, et en une conique, qui a un point 
commun avecu. 

A la ponctuelle g correspondent dans les gerbes S, S,, S, trois fais- 
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ceaux de plans, dont les axes coupent le rayon principal u et îe ft 
de plans de S engendre avec ceux de S^ et de S, deux surfaces réglées 
du second ordre qui ont en commun l'axe du premier faisceau et le 
rayon principal u. Réunissons maintenant par un plan trois autres quel- 
conques des points communs aux deux surfaces; ce plan coupe les deux 
surfaces du second ordre suivant deux coniques qui sont identiques, 
car, en outre des trois points précédents, elles ont encore en commun 
un point situé sur u et un autre situé sur l'axe du premier faisceau de 
plans. Les points de cette conique correspondent projectivement à ceux 
delà droite g. 

Le plan de la conique a encore une droite commune avec la surface ; 
cette droite jointe à la conique constitue une courbe plane du troisième 
ordre. La courbe qui la représente doit se décomposer en la droite g et 
en une conique ; et cette dernière doit passer par tous les points piiu-- 
cipaux du plan 2, différents de 0. Donc : 

Une conique qui réunit cinq quelconques des points principaux 
de 2 a pour correspondante sur la surface W' une droite qui rencontre 
les cinq Tayons principaux correspondants; par cette droite passent 
les plans de toutes les coniques de F^ qui correspondent aux rayons 
de 2 menés par le sixième point principal. 

Si une forme rectUigne g réunit entre eux deux points principaux 
U et V de 2, elle a pour correspondants dans les gerbes S, S,, S^ trois 
fîdsceaux de plans dont les axes coupent les rayons principaux corres- 
pondants M et 11 de F". Le faisceau de plans de la gerbe S engendre avec 
ceux de Si et S, deux surfaces réglées qui ont en commun l'axe de ce 
faisceau et les rayons principaux u etv. Soit maintenant P un point de 
la courbe d'intersection de ces surfaces réglées, qui soit extérieur aux 
trois droites précédentes; les surfaces passent encore par une quatrième 
droite qui contient le point P et qui coupe les droites u et v; cette 
quatrième droite doit correspondre à la droite g; donc : 

Toute droite qui joint deux points principaux V et \ de 2 « potir 
correspondante sur F'' une droite qui coupe les deux rayons princi- 
paux correspondants u et v. 

On voit en même temps que : 

Trois points principaux du plan 2 ne sont jamais .mr une même 
droite. 

En effet, si une forme rectiligne contenait trois points principaux, 
les faisceaux de plans qui lui correspondent dans S, S,, S^ seraient 
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perspectifs au système réglé auquel appartiennent les trois rayons 
principaux correspondants de F°. La surface F' se décomposerait alors 
en une surface réglée et un plan, 11 y a une exception à ce théorème, 
c'est quand W possède un point double; mais ce cas a déjà été exclu 
précédemment (II, page 217). 

. Joignons la droite de F^, qui correspond à la droite réunissant deux 
points principaux U et V, avec un point quelconque P de F^ par un plan. 
Ce plan coupe la surface F^ suivant une courbe du troisième ordre G,, 
qui se compose de la droite en question et d'une conique passant pai' P, 
La courbe qui représente C^ sur 1 se décompose en la droite UV et en 
une conique qui contient le point correspondant à P et tous les autres 
points principaux différents de U et V, Gomme P a été pris arbitrai- 
rement sur F^, le point qui lui con'espond peut être considéré comme 
un point absolument quelconque de S. Nous déduisons de là que : 

Les coniques, que l'on peut mener par quatre points principaux 
de S, ont aussi des coniques pour correspondantes sur F^; les plans 
de ces dernières courbes se coupent suivant la droite qui correspond 
à la droite joignant les deux autres points principaux. 

Ce théorème éprouve naturellement une modification quand il y a 
moins de six points principaux. 

Nous allons d'abord examiner le cas le plus particulièrement inté- 
ressant, celui où le plan 2 contient six points principaux réels. On peut 
considérer ces points comme les sommets d'un hexagone complet, 
auquel on ne peut pas circonscrire de conique. De ce qui précède, il 
découle que : 

À chacun des six sommets et des quinze côtés de cet hexagone prin- 
cipal de 2 correspond une droite de la surface; de même à chacune 
des six coniques que l'on peut mener par cinq de ses sommets corres- 
pond également une droite. La surface F^ du troisième ordre renferme 
donc vingt-sept droites. 

Quatre quelconques des droites situées sur la surface ne peuvent 
appartenir à un seul et même système réglé du second ordre; car, si 
ce cas se produisait, chacune des directrices de ce système réglé aurait 
quatre points communs avec la surface F" et par conséquent serait 
située tout entière sur F', en sorte que cette surface se décomposerait 
en une surface réglée du second ordre et un plan. 

On peut facilement se faire une idée de ia situation réciproque des 
vingt-sept droites au moyen de l'hexagone complet. Nous désignerons 
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tout d'abord par 1, 2, 5, 4, 5, 6 les sis points principaux du plan 2, 
par [).,■/ deux quelconques d'entre eux et par (^i) la conique qui passe 
par les cinq points prindpaux différents de [i,. On -peut alors représenter 
par a^ le rayon principal de la surface F' qui correspond au point prin- 
ci]]al ]j., par b^ la droite qui coirespond à. la conique (y.) ; enfin le côté 
;j.v de l'hexagone aura pour correspondante la droite c^,, ou c,;, de F\ 
Les vingt-sept droites sont alors représentées comme il suit : 



En vertu des théorèmes précédents et de la représentation des vingt- 
sept droites sur le plan 2, on reconnaJt immédiatement que : 

La droite a^, n''esl coupée que par dix des vingt-six autres droites; 
ce sont toutes les droites b, à l" exception de bj,, et toutes les droites c qui 
ont Vindice [j.. De même, b^ est rencontrée par dix des autres droites; 
ce sont toutes les droites a, à l'exception de a^, et toutes les droites c 
qui ont l'indice i*. La droite c^, est coupée par les droites a^, a„ b^^, b, 
et par les six droites c qui n'ont ni l'indice jt, ni l'indice v. 

Par exemple, la droite c,^ est rencontrée par les droites a,, a^, i,, 

(&,, Cjj, Cj5 etc., parce que sa ligne représentative T5" passe par les 

points 1, 2 et a en commun avec les représentations (1), (-2), 54, 

55 etc., de chacune des autres droites en question un point qui 

n'est pas un point principal. 

Chacune des 27 droites est donc rencontrée par dix des autres 
droites et forme avec elles cinq triangles ; en sorte que les 27 droites 
se coupent en 155 points 3 et forment 4a triangles A. 

Par exemple, les dix droites, qui coupent «,, forment avec elle les 
triangles : 

"iVii- "i^î^'iô- ''J'i^n' "'fisPis^ ^i^e'^if 

de même fc, est la droite d'intersection des plans des cinq triangles : 
''.i',!',,. Ijid.c,.. l'.'i.c,,, li.a.c., bac 
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et les dix droites, qui coupent c^^, forment avec elle les triangles : 

'^ii'-'J'ii '\/'±^i.^ '^iî'-'ôi^se' '^is'^ss'^.a' '-'la'-'ôe'-'is' 

Les droites a et 6 ont une situalion relative bien remarquable. Les 
droites a sont coupées cinq à cinq par une des droites b et par consé- 
quent elles sont rencontrées quatre à quatre pai" deux des droites l>; la 
surface réglée, qui contient trois droites a, a encore trois droites b com- 
munes avec la surface F= du troisième ordre. Or, comme deux droites a 
ne sont jamais dans un même plan, il s'ensuit que : 

Deux droites b ne sont jamais dans un même plan ; les droites h 
prises cinq à cinq, quatre à quatre, trois à trois, deux à deux, une à 
une sont respectivement coupées par une, deux, trois, quatre, cinq 
droites a; les droites b ont donc par rapport aux droites a la même 
situation que ces dernières par rapport aux premières. 

Avec M. SchlàAi nous donnerons à un groupe de deux fois six droites 
qui ont entre elles la situation relative des droites a et b, le nom de 
double sixain. Un double sixain c 



^'i K K K K K 

est donc caractérisé par cette propriété que l'une quelconque de ses 
douze droites ne rencontre que les cinq des onze droites restantes qui 
ne sont ni sur la même ligne horizontale, ni sur la même colonne verti- 
cale qu'elle. Nous distinguerons deux moitiés dans un double sixiûn; 
dans celui qui précède^ une des moitiés est constituée par les droites a 
et l'auti'e par leâ droites b. Nous pouvons prouver facilement que les 
27 droites de la surface du troisième ordre ne forment pas entre elles 
moins de 56 doubles sixains de ce genre ; mais auparavant démontrons 
le théorème suivant : 

La droites b^ n'est rencontrée que par celles des droites c qui ont 
l'indice ^. Deux droites c, ayant un indice commun [i, ne peuvent pas 
être situées dans un même plan. 

Par exemple, si b^ était coupé par c,., les quatre rayons c^., a^, 
«j, Oj appartiendraient à la surface réglée dont b^, b^, b^ sont trois 
dL'ectrices; ce qui est impossible. Et si, par exemple, c,j et c,. étaient 
dans un même plan, ce plan devrait contenir aussi les droites c^^, Cj,, 
(■_,,, parce que ces dernières coupent c^, et c,_ en des points difl'érenls ; 
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!a surface F du troisième ordre aurait donc cinq droites communes 
avec le phii f e qui est f" gaiement impossible. 

Du double sixim donné plus haut nous pouvons déduire, entre au- 
tres les deu\ sui\ infs 



Les droites c,j, c^., c,^, c,^ du premier double sixain sont représen- 
tées sur le plan S par quatre droites réunissant le point 1 à quatre au- 
tres points principaux 2, 5, 4, 5; et comme nous pouvons échanger 
chacim des points principaux avec un autre, ce premier double sixain 
nous eji donne par analogie 15 en tout. Les droites c,j, c^, c^^ du 
second double sixain correspondent aux côtés du triangle 125 de -; les 
aix points principaux forment entre eux vingt triangles; le second 
tableau ci-dessus ne peut donc pas donner naissance à moins de vingt 
doubles sixains. 

Les 27 droites de la surface du troisième ordre forment doncen tout 
1 -1- 15 4- 20 ^^ 36 doubles sixains et chaque droite entre dans seize 
de CCS doubles sixains. 

La considération de l'hexagone de !£, qui, joint aux six coniques 
[[!.), donne la représentation des 27 droites, nous fournit immédiate- 
ment la proposition suivante : 

Quatre quelconques des droites de la surface P'% qui ne se coupent 
pas deux à deux, déterminent un double sixain et ces quatre droites 
appartiennent à tune des moitiés de ce dernier. 

La surface du troisième ordre ne peut pas contenir une vingt-hui' 
tième droite g. Supposons, en effet, qu'une pareille droite existe, elle 
ne pourra jamais couper trois des rayons principaux a, parce que 
ceu\ Cl sont deja leoLontits pai troi des i aj ons b et que quatre droites 
delatmface ne pement jamais appirteim i un seul et même sj '(tème 
régie La dioite g seri de plus repiéaentée dans le plan 2 pai une 
dioite ou une conique eii les plins de la geibe S qui ont chacun en 
commun i^e les plans homologues de S un point de la droite g foi 
ment (Il page 209) un faisceau de plans du premiei ou du becond 
ordie II lé ulte de K que la repié'tentition de la conique de F qui est 
dans un même plin a\ec g doit ôtie une cjnique ou une dioitc et 
quelle pi se \di juatic *iu nui b de p ii ts piinuipmx k _ tette 
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représentalion ne peut être une droite, paixe qu'une pareille droite con- 
tient au plus deux points principaux, elle ne peut être non plus une 
des six coniques {\i.), parce que ces dernières correspondent aux 
droites b ; et si elle était une conique contenant seulement quatre points 
principaux, g devrait être identique avec l'une des droites c, puisque 
sa représentation coïnciderait avec la droite joignant les deux derniers 
points principaux. L'hypothèse d'une vingt-huitième droite g est donc 
inadmissible. Nous pouvons aussi énoncer ce résultat comme il suit : 

Le plan de toute conique située sur la surface du troisième ordre 
passe par l'une des 27 droites de cette surface. 

Nous représenterons un double sixain quelconque contenu sur la sur- 
face F^ par 



nous allons démontrer à présent que : 

Cinq rayons, d, d^, dj, d,, d„, qui appartiennent à une moitié 
d\m pareil double sixain , déterminent complètement les vingt-sept 
droites delà surface du troisième ordre et la surface elle-même. 

La droite c, coupe les cinq rayons donnés d et le.s autres droites e les 
rencontrent quatre à quatre. On peut donc construire facilement les 
droites e (I, pages 179--180) et, par leur moyen, nous trouvons la droite dj 
qui coupe les cinq premières droites e. Les deux plans d e, et d e^ se 
coupent de plus suivant Tune /|„ des quinze autres droites de la sur- 
face F^ ; car la droite d'intersection f.^^ a en commun avec la surface 
quatre points respectivement situés sur d^^ rf„ e^, e. et par consé- 
quent elle est contenue tout entière sur la surface. Du moment qu'on 
a trouvé les 27 droites de cette manière, on peut construire une section 
plane quelconque de la surface au moyen des points où le plan sécant 
rencontre ces 27 droites. 

Pour construire un double sixain dans l'espace, nous pouvons pren- 
dre arbitrairement un rayon e, de l'une des moitiés et le couper par 
cinq rayons quelconques d^, d^, d^, d^, d^ qui doivent appartenir à l'au- 
tre moitié. Il faut seulement que, parmi ces cinq rayons d, il n'y en ait 
pas deux dans un même pîan ni quatre sur une même surface réglée. 

Par quatre rayons rf,, d^, d^, d^ et trois points arbitraires S, S,, S^ de 
l'espace, ou ne peut faire passer qu'une seule surface du troisième 
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ordre; cette surface est engendrée par les trois gerbes S, S„ S^ qui 
sont rapportées collinéai renient entre elles de telle sorte que leurs 
plans homologues se coupent trois à trois suivant d^, d,, (?j. t/^. 
En effet, si par d,, d^, d^, d^, S, S, et Sj il passait deux surfaces du troi- 
sième ordre, elles devraient contenir aussi les droites e^ et p^, parce 
que ces dernières ont avec les surfaces quatre points communs situés 
sur d,, (/j, d.,d^. Ces surfaces seraient de plus coupées par le plan 
SSjHj, suivant une seule et même courbe du troisième ordre ; car par 
les six points d'intersection situés sur d^, d^, d., d^, e^, e^ et parles trois 
points S, S^, Sj donnés arbitrairement, on ne peut fiùre passer qu'une 
seule courbe C, du troisième ordre Enlni un nou\eau plan quelconque, 
ayant avec C, trois points A, B, C communs, de\rait également couper 
les deux surfaces du troisième ordie sunant une seule et même courbe 
C'j du troisième ordre réunissant les pomts A B, C. et les six points situés 
sur d^, dj, (/., dj, e., e,. En effet, s'il passait plus d'une courbe du 
troisième ordi'e par ces neuf points, les six derniers points devi^aient 
être situés sur une même conique, puisque A, B, G sont contenus sur 
une seule et même droite ; or ceci est Impossible, puisque d^, d^, dj, (/j 
n'appartiennent pas à un seul et même système réglé. Les deux sur- 
faces du troisième ordre auraient donc une infinité de sections 
planes communes, ce qui est Impossible, à moins qu'elles ne se con- 
fondent. 

Choisissons maintenant les trois points S,S,, S, arbitrairement sur la 
surface F^ du troisième ordre donnée primitivement ; la surface du 
troisième ordre menée par d^,d^,d^,à^ et S, S,, S^ coïncide avec F°. Les 
quatrerayonsdi,d,,dj,rfjdeviennent des rayons principaux de la surface; 
par suite, il en estaussi de mêmepour d^ etd,,, parce que les six rayons 
principaux constituent une moitié d'un double sixain et parce qu'un 
double sixain est complètement détenniné par quatre rayons de l'une 
de ses moitiés. Il résulte de là que : 

La surface F^ du troisième ordre peut être engendrée de 72 maniè- 
res différentes par trois gerbes coUinéaires S,S^,S^. dont les centres 
sont pris arbitrairement sur F^. On peut en effet rapporter les gerbes 
entre elles de telle sorte' que leurs plans homologues se coupent 
trois à trois suivant chacune des six droites dj,d^,à^,d^,d^,d„, qui 
constituent une moitié de l'un des 56 doubles sixains, et l'on obtient 
ainsi un des 72 modes de'génératioit; les rayons d jouent ici par con- 
séquent le rôle de raijons principaux. Il existe, d'après cela, sur fa 
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surface 72 systèmes de courbes gauches du troisième ordre, ou plutôt 
^6 couples de pareils systèmes de courbes ; et en effet, les deux systèmes 
de courbes qui proviennent des deux moitiés d'un même double sixain 
ont les mêmes relations réciproques que le premier et le second système 
de courbes considérés précédemment. 

Parmi les 45 triangles A, formés par les 27 droites de la surfac* F* du 
troisième ordre, nous en choisissons deux qui n'aient aucune des 27 
droites communes ;leui's plans se coupent suivant une droite, et, comme 
celle-ci a au plus trois points communs avec la surface, les côtés des 
deux triangles se coupent deux à deux sur elle en trois points S. Les plans 
qui réunissent ces couples de côtés forment un trièdre T, (ou trièdre de 
Steiner) et coupent la surface suivant trois nouvelles droites qui, pour la 
même raison que ci-dessus, sont également situées dans un même plan 
et forment un nouveau triangle A. Et le plan de te dernier triangle forme 
avec les plans des deux triangles A choisis dans le principe un deu- 
xième trièdre T qui est dit conjugué au premier T,. Chacun des deux 
trièdres conjugués est coupé par les plans de l'autre suivant trois 
triangles A. Par exemple, nous pouvons représenter trois couples de 
trièdres conjugués de ce genre par les groupes suivants qui contiennent 
neuf droites chacun : 



Cj. «. P, Cjg (7ç ft, C^( C-j Cj. 

Les trois droites d'un même groupe, qui font partie d'une même 
ligne ou d'une même colonne, sont situées dans un même plan. 

Les colonnes représentent ainsi les plans de l'un des trièdres T et les 
lignes ceux du trièdre conjugué T^. Les trois groupes de trièdres con- 
jugués ci-dessus renferment toutes les 27 droites de la surface du troi- 
sième ordre. 

Chaque triangle A fait partie de 16 trièdres différents, en sorte que 
son plan renferme les sommets des 16 trièdres. 

En effet, le triangle a l'un de ses côtés commun avec 12 des M autres 
triangles, puisque par chacune des 27 droites passent les plans de 
cinq triangles. 11 reste donc 32 triangles dont chacun détennine un 
trièdre avec le triangle donné. Mais comme le troisième plan du triè- 
dre passe par l'un de ces 32 triangles, le triangle donné ne figure plus 
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dans 32, mais seulement dans 16 trièdres différents. Il résulte de là 
que ; 

Lesplans des 45 triangles A forment en loul s — = 240 de ces 

trièdres ou 120 couples de trièdres conjugués T et T^. 

Ces couples se rangent trois à trois en 40 groupes et chacun de ces 
groupes contient toutes les 27 droites de la surface. 

Nous avons démontré l'existence des 27 droites el tous les théorèmes 
précédents qui s'y rattachent en admettant que le plan 2. sur lequel 
la surface du troisième ordre avait été représentée, ne contenait pas 
moins de six points principaux. 

Nous allons maintenant nous passer de cette hypothèse et établii' 
toutes les propriétés de ia surface en supposant qu'elle renferme au 
moins une droite g. 

Les plans du faisceau g coupent en général la sm-face F' non seule- 
ment suivant g, mais encore suivant des coniques ; désignons deux 
quelconques de ces courbes par «^ et p'. Choisissons ensuite sur F' 
quatre points quelconques 0,P,Q,R extérieurs à g, a^, ^^ et qui ne 
soient pas tous situés sur un même plan ; nous pouri'ons les réunir 
à a* par une seule surface du second ordre. Car on peut réunir 0,P,Q,R 
à cinq points quelconques de a^ par une surface du second ordre 
(II, pages 168-169) qui contient alors tous les points de la conique a*. 
Cette surface sera coupée par celle qui joint les points 0,P,Q,R et ^^ 
suivant une courbe gauche du quatrième ordre k", qui passe par 0,P,Q 
et R. Soit maintenant N le point où la surface F'' est coupée pour la 
troisième fois par la droite OP ; nous pouvons rapporter projective- 
ment le faisceau de surfaces du second ordre qui se coupent suivant 
A' au faisceau de plans g, de telle manière qu'aux plans passant par 
a^P% N correspondent les surfaces passant par a^,^^, N. Les deux 
faisceaux engendrent une surface F,", qui passe par /;* et qui a en 
commun avec F" la droite g, les coniques a^ et 3' ainsi que les points 
lV,0,P,Q,R...I1 est facile de démontrer que les deux surfaces F^ et F/' sont 
identiques. 

Le mode de génération de la surface F,^ montre tout d'abord qu'un 
plan quelconque la coupe suivant une courbe du troisième oi'dre (II, 
page 223). Le pian NOPQ coupe les surfaces F' et F,^ suivant deux 
courbes du troisième ordre qui, en outre des points N,0,P,Q ont encore 
(;inq b uti'es points communs, ce sont deux points de a", deux de p' et un 
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de g ('). Gomme 0,P,Q ont été choisis d'une manière absolument arbi- 
traire sur la surface F, ces deux courbes C^ du troisième ordre doivent 
coïncider. De même le plan NOPR a en comTnun avec les surfaces F' 
et F,^ une seule et même courbe Gj' du troisième ordre. Enfin, si nous 
prenons ai-bitrjûrement un troisième plan, qui coupe C^ et G', chacune 
en trois points et qui ait en commun avec chacune des coniques a* et p^ 
deux points communs, il rencontrera les deux surfaces F' et F,° suivant 
une seule et même courbe du troisième ordre dont on connaît onae 
pomts. Il résulte de là que les deux surfaces F' et F/' sont identiques, 
et l'on a en même temps ce théorème : 

Si par une conique quelconque ly? d'une surface F^ du troisième ordre 
on mène unesurface du second ordre, cettesurface coupe encore F' sui- 
vant une courbe gauche k'du quatrième ordre, par laquelle on peut faire 
passer un faisceau ponctuel de F'. Les surfaces de ce faisceau coupent 
F' suivant k* et suivant des coniques dont les plans passent par une 
même droite g de la surface F^. Le faisceau ponctuel de F^ est rap- 
porté projeclivement au faisceau de plans g par le moyen de ces coni- 
ques, de telle sorte qu'ils engendrent ensemble la surface du troisième 
ordre. Quatre points quelconques 0,P,Q,R de la surface F°, non situés 
dans le même plan, peuvent être réunis par autant de courbes gauches 
k' du quatrième ordre qu'il y a de droites sur la surface F'. 

Si, dans le faisceau ponctuel de F', il y a une surface quelconque 
qui n'ait aucun point commun avec le plan correspondant du faisceau 
g, la surface ne renferme de droites réelles que celles qui sont ren- 
contrées par g. Cette remarque peut sei*vir de point de départ pour une 
étude des surfaces du troisième ordre qui contiennent moins de 
27 droites réelles. 

Nous avons déjà étudié précédemment la génération de la surface F' 
du troisième ordre au moyen d'un faisceau ponctuel de F' et d'un fais- 
ceau de plans (II, pages 179-180) ; des théorèmes démontrés à cet 
endroit, nous déduisons que : 

Les coniques de F^, dont les plans ont une droite g commune avec 
la surface, coupent cette droite suivant une ponctuelle involutive. 

Le plan d'une quelconque de ces coniques est tangent à la surface F' 
aux deux points, communs à la conique et la droite g, qui sont conju- 
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gués l'un à l'autre sur g. Si la conique se réduit à deux droites formant 
avec g un triangle i, son plan est triplement tangent ; la surface du 
troisième ordre possède donc au plus 45 plans triplement tangents. 

Soient g,g,,g, les côtés d'un triangle i situé sur F^ et a,a,,as trois 
coniques quelconques de F dont les plans passent respectivement par 
9>9i>9i ^^ ^""^^ tellement choisis que les coniques prises deux à deux 
aient deux points communs. Joignons par une surface du second ordre a 
avec quatre points quelconques 0,P,Q,R dont trois soient situés sur «j 
et un sur a^ ; cette surface passe aussi par a,, parce qu'elle a cinq points 
communs avec ai ;elle passe également par a^ pour la même raison. I.a 
courbe gauche A* du quatrième ordre, dont il a été question ci-dessus, 
se décompose alors, en raison de ce choix des quatre points 0,P,Q,R, 
en les deux coniques «^ et o^, et toute conique p de la surface F^ qui est 
dans un même plan avec g, peut être réunie à ai et a^ par une sur- 
face du second oïdie De même, toute conique pj de F dont le plan 
passe par g^, peut être réunie avec 3 et «„ par «ne surface du second 
ordre ; autrement dit 

Trois comque'i quelconques de F', dont les plans passent respective- 
ment pat les côtes d un triangle A situé sur F", peuvent toujours être 
réunies pat une même surface du second ordre. 

La réciproque suivante de ce théorème se démontre facilement : 
Si une SU} face du second ordre a trois coniques communes avec une 
surfaceh duttoisieme ordre, les plans de ces coniques passent tou- 
jours par les trois côtés d'un triangle i de F''. 

Poui' tout triangle A on peut construire un système entier de sur- 
faces de second ordre de ce genre et ces surfaces coupent chacun des 
côtés du triangle suivant une ponctuelle invoîutive dans laquelle les 
deux sommets situés sur le côté sont conjugués l'un à l'autre. Or, une 
surface du second ordre sépare un seul des sommets du triangle des 
deux autres ou n'en sépare aucun ; il s'ensuit que : 

Il n'y a qu'un seul côté du triangle A par lequel passent deux plans 
ayant en commun avec F' une conique tangente à ce côté, ou bien cha- 
que côté du triangle jouit de cette propriété. 

Une smface réglée du second ordre, qui a en commun avec F' deux 
droites a,b ne se rencontrant pas, coupe en outre F' suivant une courbe 
gauche du quatrième ordre de seconde espèce. Elle se distingue de 
celles de première espèce, par lesquelles passent des faisceaux de sur- 
faces du second ordre, en ce qu'il ne passe par elle qu'une seule surface 
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du second ordre, qu'elle n'a que ti-oîs points communs avec les rajons 
de l'un des systèmes réglés de cette surface, lequel pa=tse par a et 6, 
et qu'elle n'en a qu'un seul commun avec les rayons de l'autre système 
réglé. Quand deux faisceaux de plans du premier ordre sont rapportés 
projectivement à un faisceau de plans du second ordre, ils engendrent 
en général avec ce dernier une courbe gauche du quatrième ordre et de 
seconde espèce. 

En outre de la surface générale du troisième ordre à l'étude de 
laquelle nous nous sommes bornés ici, il y a encore des surfaces qui ont 
un, deux, trois ou quatre points doubles; il existe également une sur- 
face réglée du troisième ordre. Cette dernière surface F" est engendrée 
par trois gerbes collinéaires tellement placées que trois faisceaux homo- 
logues quelconques de ces gerbes sont perspectifs à une seule et même 
forme rectiligne u. Elle passe deux fois par la droite u et est encore 
coupée par tout plan du faisceau suivant une autre di'oite. Nous avons 
déjà parlé de cette surface dans l'appendice à la première partie de cet 
ouvrage. 
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Gerbes de surfaces du second ordre. 



Trois surfaces du second ordre, qui ne font pas partie d'un même 
faisceau de F^, déterminent une gerbe de F', c'est-à^-dire, une gerbe 
de surfaces du second ordre. Toute surface du second ordre, qui est 
située dans un même faisceau de F* avec deux des surfaces données, 
détermine avec la troisième un nouveau faisceau de F^ dont nous con- 
sidérons toutes ies surfaces comme appartenant à la gerbe de F*. Nous 
allons montrer que cette gerbe contient tout faisceau de F' qui réunit 
deux quelconques de ses surfaces, et qu'elle est complètement déter- 
minée par trois quelconques de ses surfaces ne faisant pas partie d'un 
même faisceau de F*. 

Les plans polaires d'un point quelconque P par rapport aux surfaces 
d'un faisceau de F" se coupent suivant une même droite et cette dernière 
a un point P' commun avec le plan polaire de P par rapport à une 
autre surface du second ordre. Les points P et P' sont par conséquent 
conjugués par rapport à toute surface F' qui est située dans un nouveau 
faisceau de F^ avec la dernière surface et une surface quelconque du 
faisceau de F^ Donc : 

Un point P a pour conjugué par rapport à une gerbe de F^ un point P' ; 
autrement dit, les plans polaires d'un point P par rapport à toutes les 
surfaces de la gerbe passent par un même point P'. 

On peut construire ce point conjugué à P, quand on connaît trois sur- 
faces de la gerbe, non situées dans un même faisceau de F*. Si les trois 
surfaces ont un point qui leur soit commun, il est conjugué à lui-même 
et situé sur toutes les surfaces de la gerbe. D'après cela, toutes les 
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surfaces du second ordre, qui passent par sept points donnés ou pour 
une cubique gauche, forment une gerbe de F'. En général les surfaces 
d'une gerbe de F* ont au plus huit points communs et chacun d'eux 
est déterminé sans ambiguïté par les sept autres (II, page 166) ; on leur 
donne le nombre de points doubles ou points de base de la gerbe de F'. 
Une cubique gauche est la ligne double d'une gerbe particulière de F'. 

Les points d'une droite u ont en générai pour conjugués par rap- 
port à une gerbe de F' les points d'une cubique gauche ; les polaires 
de la droite par rapport aux surfaces de la gerbe sont des cordes de 
cette courbe gauche. 

En eËfet, si un point P décrit la droite w, ses plans polaires par rap- 
port à trois surfaces quelconques de la gerbe décrivent trois faisceaux 
deplaiisprojectifs à M et leur point d'intersection P', conjugué àP, décrit 
une cubique gauche, qui ne se décompose en une conique et une droite 
que pour une position particulière de u. Les axes des trois faisceaux de 
plans (11, page 105) sont des cordes de la courbe gauche et ce sont en 
même temps les polaires de u par rapport aux trois surfaces de la 
gerbe. Si P et Q sont deux points quelconques de m, leurs plans polaires 
par rapport à une surface quelconque de la gerbe se coupent suivant la 
polaire de u et conséquemment suivant une corde de la courbe gauche ; 
ils réunissent cette corde aux deux points P' et Q' de la courbe gauche 
qui sont conjugués à P et à Q. Comme le système de cordes d'une cubi- 
que gauche est projeté de deux poûits quelconques de cette courbe 
suivant des gerbes collinéaires, on voit que : 

Les plans polaires de points quelconques P ,Q ,R par rapport aux 

surfaces individuelles de la gerbe de F' sont des plans homologues de 
gerbes collinéaires P',Q',R' 

Si la collinéation deces gerbes est établie, par exemple par le moyen 
de deux ftùsceaux de F' contenus dans la gerbe de F^, nous pourrons 

construire linéairement les plans de Q',R', qui correspondent à 

chaque plan de P'. La surface de la gerbe de F^ par rapport à laquelle 
un plan quelconque tc, passant par P', est le plan polaire du point P, est 
donc complètement détei-minée, puisque l'on peut construire le plan 
polab-e de tout autre point U par rapport à cette surface ; elle décrit un 
faisceau de F' quand le plan u décrit un faisceau ordinaire de plans. On 
voit qu'en général 

La gerbe de F^ est projective à la ijerbe de rayons P' quand on fait 
correspondre à chacune de ses surfaces le plan polaire de P par rap- 
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port à CP.Ue surface; el effectivement à toutplan de P' correspond une 
surface de la gerbe de F' et à tout faisceau de plans du premier 
ordre de P' un faisceau de F^ de la gerbe. La gerbe de F" renferme 
donc chaque faisceau F^ qui réunit deux quelconques de ses surfaces. 

Gomme deux faisceaux ordinaires de plans de P' ont toujoure un plan 
commun, ii s'ensuit de plus que : 

Deux faisceaux de F^ contenus dans une gerbe de F^ ont toujours 
une surface commune, c'est la surface double réelle ou imaginaire d'un 
système polaire' réel de l'espace. Une gerbe de F' est déterminée par trois 
quelconques de ses surfaces, qui ne sont pas contenues dans un même 
faisceau de F', 

Les plans polaires du point P par rapport à toutes les surfaces d'une 
gerbe de F^ qui passent par P, forment un faisceau de plans PP'. 
Donc : 

Par un point arbitraire P, auquel est conjugué un autre point P', 
passent une infinité de surfaces de la gerbe de F'; ces surfaces for- 
ment un faisceau de P dont la courbe de base est tangente à PPenP. 

Par un point Q non situé sur la courbe de base, il ne passe qu'une 
seule surface de ce faisceau de F' ; elle contient la droite PP' quand Q 
est situé sur FF. Donc : 

Beuxpoints quelconques P,Qpeuvent en général être réunis parnne 
seule et unique surface de la gerbe de F'. Par toute droite qui réunit 
deux points conjugués P, P', il passe une surface de la gerbe. 

Si, dans la gerbe de F*, on réunit une surface arbitraire F,' avec 
chacune des surfaces d'un faisceau de F* qui ne passe pas par F,^, on 
obtient tous les ffûsceaus de F' contenus dans la gerbe, qui passent par 
F^^ La surface F,' est donc coupée par les autres surfaces de la gerbe 
non pas suivant une gerbe, rams suivant un faisceau de courbes gauches 
du quatrième ordre et, pour ce qui concerne les droites situées sur F,*, 
on voit que (voir II, page 175) 

Les surfaces d'une gerbe de F' coupent une droite quelconque située 
sur l'une d'elles suivant les couples de points d'une ponctuelle involu- 
tive; les points doubles de cette ponctuelle sont conjugués par rapport 
à la gerbe de F'. 

Puisque toutes les surfaces de la gerbe qui passent par un point P 
constituent un faisceau de F', les droites appartenant à ces surfaces et 
passant par P doivent être des cordes de la courbe de base de ce fais- 
ceau. Réciproquement, toute ('orfle de cette courbe est située sur une 
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surface du ftùsceau (II, page 16i) ; et comme la courbe est projetée de 
P suivant une surface conique du troisième ordre (II, page 250), il s'en- 
suit que : 

Les droites de toutes les surfaces de la gerbe de F^ forment un com- 
plexe de rayons du troisième ordre; les rayons qui passent par tous 
les poinlf! doubles de cette gerbe appartiennent à ce complexe. 

Les droites qui réunissent les points doubles sont des rayons dou- 
bles de ce même complexe. 

Un plan quelconque coupe la gerbe de F^ suivant un réseau de coni- 
ques dont les couples de rayons sont situés sur les surfaces de la gerbe 
tangentes au plan. Comme on le sait, les points de contact sont situés 
sur une courbe du troisième ordre G^., tandis que les couples de rayons 
enveloppent une courbe de troisième classe (I. pages 246-247). 

Les points d'un plan ç ont pour conjugués, par rapport à une gerbe 
de F', les points d'une surface F' du troisième ordre. Cette surface F° 
contient aussi les pôles de ç par rapport à toutes les surfaces de la 
gerbe, ainsi que les sommets de toutes les surfaces coniques contenues 
dans cette gerbe. 

En effet, si l'on cheixhe poui' chaque point de ç ses plans polaires pai" 
rapport à trois surfaces quelconques de la gerbe, on obtient trois gerbes 
de rayons réciproques àç et conséquemment collinéaires entre elles, 
qui engendrent la surface F'. Les centres des gerbes sont les pôles de 7 
et sont situés sur F' ; quand les trois surfaces sont des cônes, ces centres 
coïncident avec les sommets de ces cônes. En ses points d'intersection 
avec F', le plan ^ est tangent à une infinité de surfaces de la gerbe 
de F* ; les points de contact sont situés sur une courbe C, du troisième 
ordre et conjugués deus à deux par rapport à la gerbe. Les points d'une 
droite de ? ont pour conjugués ceux d'une cubique gauche , de F' ; les 
courbes gauches du troisième ordi'e, qui correspondent de cette manière, 
aux droites de <f, constituent le premier système de courbes de la sur- 
face F^ Les pôles de ç par rapport à toutes les surfaces de la gerbe qui 
appartiennent à une gerbe de F^ sont situés sur une cubique gauche du 
second système de courbes de F\ Les centres de toutes les surfaces 
de la gerbe de F*, étant les pôles du plan à l'infini, sont également situés 
sur une surface du troisième ordre. 

Les sommets de toutes les surfaces coniques du second ordre conte- 
nues dans une gerbede F* sont en général situés sur une courbe gauche 
C du sixième ordre qu'on peut appeler la courbe nodale de la gerbe. 
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En effet, les points de deux plans quelconques ç ety onl- pour con- 
jugués par rapport à !a gerbe de F^ les points de deus surfaces F^ et G' 
du troisième ordre qui ont en commun tous ces sommets et. tous les 
points conjugués aux points d'intersection de œ et y- Ces derniers sont 
situés sur une courbe gauche du troisième ordi-e ; or, la ligne d'inter- 
section de F^ et G^estunecourbe gauche du neuvième ordre (II, page 251) 
et elle se décompose en cette cubique gauche et la courbe gauche C du 
sixième ordre, dont il est question dans le théorème. Quand F' etG^ 
sont tangentes le long d'une ligne, cette deraière courbe se réduit à 
une courbe d'ordre moindre. Chacun de ses points est conjugué en même 
temps à un point de ^ et à un autre point de y et par conséquent à la 
droite qui joint ces deux points ; il en résulte que : 

Tout point K de la courbe nodale C a pour éléments conjugués, par 
rapport à la gerbe de F', tous les points d'une droite k ; et quand un 
point K a pour conjuguée une droite k, il est situé sur la courbe 
nodale. 

Si un point P se meut sur cette droite k, ses plans polaires par rap- 
port à trois surfaces quelconques de la gerbe décrivent trois faisceaux 
de plans projectifs dont les axes passent par K. En général, P peut donc 
se trouver trois fois dans une position telle que ses plans polaires pas- 
sent par une seule et même droite (l,pagc 134), c'est-à-dire qu'il y a en 
général sur k trois points de C° et que leurs droites conjuguées passent 
par K. Nous donnerons à la droite fc le nom de corde double de C; nous 
avons alors ce théorème : 

Par rapport à la gerbe de F', tout point de la courbe nodale G" a 
pour élément conjugué une corde double de cette courbe. Sur chaque 
coMe double, il y a en général trois points de C\ et par chaque 
point de C il passe en général trois coj-des doubles de cette courbe 



La courbe C* contient chaque point dont les plans polaires par rapport 
à deux surfaces de la gerbe de F^ co'ûicident ; en effet, si l'on ajoute une 
troisième surface quelconque du faisceau, on voit immédiatement que 
le point est conjugué à tous les points d'une droite. 

Diaprés cela, le tétraèdre polaire commun à deux quelconques des 
surfaces de la gerbe de F^ est inscrit à la courbe nodale C°. 

Gomme un faisceau de F' renferme au plus quatre surfat^es coniques 
{II, page 171), il s'ensuit que 

Les plans polaires d'unpoint qvelcnnqve P par rapport à lonles hs 
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surfaces coniques d^une gerhe de F^ enveloppent une surface conique 
de quatrième classe. 

C'est là, soit dit en passant, la surface conique générale de qua- 
trième classe. 

Parmi les gerbes particulières de F^ celle dont les surfa<;es se cou- 
pent suivant unemêmedroitejpi'ésenteunintêrêtspécial. Étant données 
trois surfaces quelconques de cette gerbe, chacune d'elles rencontre les 
deux autres suivant g et suivant deux cubiques gauches, qui ont g pour 
corde commune et qui ont en généra!, outre g, au plus quatre points G 
communs. (Il, pages 104-105.) On en conclut que : 

La gerbe particulière de F', dont les surfaces passent par une 
droite g, a au plus, en outre de g, quatre points doubles G situes sur 
toutes ses surfaces. 

Comme en général deux points arbitraires ne peuvent être réunis que 
par une seule surface de la gerbe de F', et comme, d'autre part, par 
neuf points, dont trois sont situés sur g, on peut en général faire passer 
une surface du second ordre (contenant la droite g) et une seule, il s'en- 
suit que : 

Toutes les surfaces du second ordre, qui réunissent une droite g avec 
quatre points quelconques G pris en dehors de g. forment une gerbe 
particulière de F' ; cette dernière contient quatre couples de plans. 

Chacun de ces quatre couples de plans se compose d'un plan réunis- 
sant trois des quatre pointa G et de celui qui passe par g et le qua- 
trième point G. La courbe nodale de cette gerbe particulière se décom- 
pose en les quatre droites d'intersection ou droites doubles de ces quatre 
couples de plans et en la droite g. Tout point de g est le sommet d'une 
surface conique de la gerbe. 
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Réseau de surfaces du second ordre ; ses relations projectives 

avec un système de l'espace et la surface de Steiner 

du quatrième ordre. 



Quatre surfaces du second ordre, non situées dans une gerbe de F', 
déterminent un réseau de surfaces du second ordre, ou réseau de F'. 
Deux surfaces quelconques du second ordre, qui sont situées dans une 
même gerbe de F^ avec trois des surfaces données, déterminent avec la 
quatrième une nouvelle gerbe de F^ dont nous rattachons toutes les 
surfaces au réseau de F^ Chacune de ces gerbes de F^ passant par la 
quatrième surface a donc avec la gerbe de F' déterminée par les trois 
autres surfaces un faisceau de F* commun, et ce dernier a une surface 
commune (II, page 248) avec tout faisceau de F' situé dans l'une ou 
l'autre gerbe. La gerbe de F^, que la quatrième surface donnée détermine 
avec deux quelconques des surfaces du réseau de F^ contient aussi par 
conséquent des surfaces de la gerbe de F^ déterminée par les trois 
autres surfaces données et appartient par suite au réseau de F^ Il dé- 
coule de là que : 

Le réseau de F^ contient tous les faisceaux de F^, qui réunissent 
deux quelconques de ses surfaces et toutes les gerbes de F^ déterminées 
par trois quelconques de ses surfaces ; il est donc aussi bien déterminé 
par quatre quelconques de ses surfaces, non situées dans une même 
gerbe de F^^ que par (es quatre premières surfaces prises en commen- 
çant. Un faisceau de F^ et une gerbe de F' appartenant tous deux au 
réseau ont toujours une surface de ce réseau qui leur est commune. 
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Quand deux points sont conjugués par rapport aus quatre premières 
surfaces du second ordre, ils le sont aussi par rapport au réseau de F*, 
c'est-à-dire par rapport à toutes les surfaces de ce réseau (II, page 246) . 
Si en particuliei un point est' situé sur l'une des quatre premières sur- 
faces et par conséquent est conjugué à lui-même, toutes les surfaces du 
réseau passent pai Im Par exemple, toutes les surfaces du second 
ordre passant pai mx pomts arbitraires constituent un réseau particu- 
lier de F*. Nous excluons de nos considérations le réseau encore plus 
spécial de F^ pai' rapport auquel chaque point de l'espace est conjugué 
à un des autres points ou à lui-même. 

Les plans polaires de points quelconques P, Q, R... par rapport aux 
surfaces individuelles du réseau de f" sont des plans homologues de 
systèmes coUinéaires de l'espace, 

en supposant qu'aucun de ces points ne soit conjugué à lui-même ou à 
un des autres points par rapport au réseau. En effet, si une surface du 
réseau décrit un faisceau ou une gerbe, les plans polaires de P et Q 
par rapport à elle décrivent deux faisceaux de plans ou deux gerbes 
homologues des espaces coUinéaires mentionnés dans le théorème (voir 
II, page 247). 

Si, à chaque surface du réseau de F', on rapporte comme élément 
correspondant le plan polaire de P par rapport à cette surface, il s'en- 
suit que : 

Le réseau de F^ est projcctivement rapporté à un système 2j de 
l^ espace de telle manière qu'à chacune de ses surfaces correspond un 
plan de Z^ et à chacun de ses faisceaux de F' un faisceau de plans du 
premier ordre de S, projectif au faisceau de surfaces. A toute courbe 
gauche du quatrième ordre, suivant laquelle se coupent deux su7^ faces 
du réseau, correspond dans 2, une droite qui est rinfersection des 
deux jdans correspondants; tout groupe de huit points, suivant 
lequel se coupent trois surfaces quelconques du réseau et que nous 
nommerons groupe de points associés, a pour correspondant dans i.^ le 
point d'intersection des trois plans correspondants. 

Réciproquement, en général, unfe droite quelconque de 1^ a pour cor- 
respondante une courbe gauche du quatrième ordre du réseau de F^ et 
un point quelconque de I,^ un groupe de huit points associés ; toute- 
fois ces huit points d'intersection de trois surfaces de la gerbe et 
cette coiu'be gauche ne sont pas toujours réels. Les surfaces du réseau 
qui correspondent aux plans de :i:^. peuvent être séparées en partie par 
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des systèmes polaires de Tespace n'ayant pas de surface double féelle. 
(Voir II, pages 247-248), 

Par un point quelconque passent une infinité de surfaces du réseau, 
et, entre autres, une de chaque faisceau de F* du réseau ; toutes ces sur- 
faces constituent une gerbe de F' et elles ont pour éléments coiTespon- 
dauts dans l'espace S, les plans d'une gerbe. Doiic : 

A un point pris d'une manière arbitraire dans le réseau de F- et 
à ses points associés correspond toujours un seul et même point de 
l'espace I^. Deux groupes de points associés peuvent être réunis par 
une courbe gauche du quatrième ordre, puisque les points de 2, qui 
leur correspondent sont sur une même droite; de même trois groupes 
de points associés sont toujours contenus sur une même surface du 
réseau. Trois points quelconques peuvent en général être réunis par 
une surface unique de ce réseau ; elle a pour élément correspondant le 
plan qui réunit les trois points correspondants de S,. 

Quand un point A parcourt une droite w, ses plans polaires par rap- 
port à quatre surfaces quelconques du réseau de F^ décrivent quatre 
faisceaux projectifs de plans ; le point se trouve donc en général quatre 
fois au plus dans une position telle que ses quatre pians polaires se 
coupent en un seul et même point A' {II, page iOb). Quand un point 
quelconque a une droite poui' élément conjugué par l'appoil à une gerbe 
de F* contenue dans le réseau, il a pour conjugué dans le l'éseau un 
point de cette droite. Donc : 

Les points qui sont conjugués deux à deuœ par rapport au réseau 
de F' sont situés sur une surface 10 du quatrième ordre. Cette surface 
contient les courbes nodales de toutes les gerbes de F^ contenues dans 
le réseau, (II, page 249) et les sommets de toutes les surfaces coniques 
qui font partie de ce réseau. On la nomme, d'après Jacob Steiner, la 
surface nodale du réseau . 

Comme un faisceau de F' contient en général quatre surfaces coni- 
ques au plus, les plans polaires d'un point quelconque P par rapport à 
toutes les surfaces coniques du réseau de F* enveloppent une surface 
de quatrième classe; autrement dit : 

Aux surfaces coniques du réseau de F^ correspondent dans t espace 2, 
les plans tangents d'une surface 3>' de quatrième classe j cette surface 
est rapportée sans ambiguïté à la surface nodale K^, puisque chacUn 
des plans tangents de ** a pour correspondant sur K" le sommet M 
de la surface conique correspondante i 
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Nous pouvons monti'er maintenant que "P" touche chacun de ses plans 
tangents au point Mj de l'espace S, qui correspond au point M du réseau 
de F^ et que par .conséquent chaque point de la surface nodale K* a 
pour correspondant, non seulement un plan tangent de <P'', mais encore 
le point de contact de ce pian. En effet, à une droite quelconque gi du 
plan tangent correspond sur la surface conique correspondante du 
réseau une courbe gauche du quatrième ordre ; cette dernière a le 
point M pour point double et coupe deux fois la surface nodale K* en 
ce pomt, si 3, passe par M^. Dans ce cas, g^ a ainsi en commun avec la 
surface de 2,, qui correspond à la surface nodale, deux points qui se 
réunissent en M^, et elle lui est tangente en M, ; en d'autres termes, 
cette surface de 2^ a les mêmes plans tangents que *'. On a iônsi dé- 
montré ce théorème : 

Les points de la surface nodale ff' ont pour correspondants, dans le 
système 'E,^ de l'espace, tes points d'une surface <!>' de quatrième 
classe. 

Nous donnerons le nom de rayon principal à toute droite s qui 
réunit deux points associés du réseau de F'. Aux deux points associés 
correspond dans l'espace Sj un seul et même point P,, à un troisième 
point quelconque de s un point Q,, et la droite s, de i;j qui réunit P, et 
^i^ a pour correspondante dans le réseau de F^ une courbe gauche du 
quatrième ordre, qui a trois points communs avec s et qui par consé- 
quent se décompose en s et en une courbe gauche du troisième ordre. 
Donc ; 

A tout rayon principal s du réseau de F^ est associée une courbe 
gauche du troisième ordre ^ dont il est une corde; il passe par lui un 
faisceau de surfaces du réseau et il a pour correspondant dans 2^ 
une droite s,. 

Un faisceau quelconque de plans de l.^, dont l'axe n'a aucun point 
commun avec s^, a pour correspondant un faisceau de F* du réseau ; 
ce dernier sera coupé par s suivant une ponctuelle involutive dont les 
couples de points correspondent aux points individuels de s,. De là 
résulte que : 

Les rayons principaux du réseau de F'- sont les lieux de ponclueltcs 
involutivés dont les couples de points se composent chacun de deux 
points associés i ils sont justement coupés par les surfaces du réseau 
suivant ces couples de points. Les deux points doubles, associés à 
éux-rHêines, d'une pareille ponctuelle involutive sont conjugués par 
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rapport au réseau de /<" et conséqùemmcnt sont situés sur la surface 
nodule ff*. Toutes les surfaces du réseau, qui passent par un point 
associé à lui-même, sont tangentes en ce point au rayon principal s 
qui réunit ce point à son point conjugué. 

■ Dans le cas particulier que nous étudierons plus tard, dans lequel 
toutes les surfaces du réseau ont un point commun, les rayons princi- 
paux qui passent par ce point forment une exception au théorème. De 
la démonstration précédente, il résulte encore que ; 

Toute droite s, à laquelle correspond une droite s, dans ^^, est un 
rayon principal du réseau de F'. 

Aux plans de Z^ qui passent par s, correspondent les surfaces du 
réseau de F^ payant par s qui se coupent suivant le rayon principal s et 
les courbes gauches du troisième ordre qui lui sont associées. Comme 
s est une corde de ces courbes gauches, parmi les surfaces il y a en 
généra! deux surfaces coniques ; elles ont pour éléments correspondants 
deux plana tangents de la surface *', qui passent par Sj et dont les 
deux points de contact sont situés sur s^, puisqu'ils correspondent aux 
Sommets des surfaces coniques situés s (11, page 254). Donc : 

A tout rayon principal s du réseau de F^ correspond dans ^^ une 
tangente double de la surface 4>* de quatrième classe. 

Ce théorème admet une réciproque, si Ton définit les tangeutes de '^' 
comme droites d'intersection de plans infiniment voisins, tangents à la 
surface. 

Huit points associés du réseau de F' peuvent être réunis deux à deux 
par 28 rayons principaux ; il leur cori'èspond 28 tangentes doubles de la 
surface *' qui passent par un même point. Par un point M,, situé sur 
<ï>', il passe au plus 22 tangentes doubles de cette surface, parce que 
deux des huit points associés correspondants coïncident en un point M 
associé à lui-même ; six de ces 22 tangeutes doubles sont situées dans 
le plan tangent à la surface «S* en M, et doivent être considérées comme 
six couples de tangentes doubles infiniment voisines. 

Les tangentes doubles de là surface $* forment donc un système de 
rayons du 28' ordre (12" classe) et. d'après la dénomination de 
Kummer, <1>* est la surface focale de ce système, c'est-à-dire le lieu de 
tous les points et de tous les plans pour lesquels deux rayons du sys- 
tème coïncident. 

Par un pOint quelconque du réseau de F" il passe au plus sept 
rayons principaux, parce que ce point a au plus sept points associée. 
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. Ttnilc droite 1 du réseau de F^ qui ne joint pas de points 
associés a pour co'rrespondanle dans i^, une conique \ projec- 
live à L 

En effet, par trois points Ai, Bj, C,deïi, dont les correspondants A, B,C 
sont situés sur l, faisons passer un plan ; il a pour correspondant une 
surface du réseau passant par l et à cette droite / correspond une certaine 
ligne '^.^ située dans ce plan. Considérons à présent deux faisceaux de 
plans, dont les axes sont menés d'une manière quelconque par A, et B, 
et rapportons-les l'un à l'autre de manière que deux de leurs plans ho- 
mologues se coupent en un troisième point Cj de \, ; ils seront projec- 
tifs, parce que les gerbes de F' du réseau qui leur correspondent sont 
ainsi rapportées perspectîvement à la ponctuelle ? (II, page 178). Donc 
\ est une conique projective à l. Elle ne peut jamais se décomposer 
en deux droites (II, page 256). 

La conique X, de 2„ qui correspond à une droite 1, est en général 
tangente à la surface ** en quatre points M,, qui correspondent aux 
points M communs à la surface nodale K* et à la droite 1. 

En effet, si par l'un de ces points M on mt'ne mie surface quelcon- 
que du réseau de ¥\ elle coupe la droite / en M et en un autre point \ 
et elle a poui' correspondant dans S, un plan qui a deux points Mj et N, 
communs avec la conique X, ; mais si cette surface est une surface coni- 
que ayant son sommet en M, M et N se confondent et le plan tangent 
à <l'*, qui lui correspond, est par conséquent tangent à la conique X^eu 
son point de contact M,, — D'une manière analogue, une ligne quel- 
conque y, contenue dans le réseau de F" et coupant la surface nodale 
en n points a pour correspondante dans ^, une ligne /,, tangente à la 
surface *' aux n points correspondants ; il faut compter ■/.^ deux fois, 
trois fois, etc., quand les points de la ligne ■/, sont associés deux à 
deux, trois à trois, etc. ; ainsi, par exemple.'à chaque rayon principal s 
du réseau de F' coiTespond une ligne double s^. 

Quand une surlace de la gerbe de F^ se décoin[)ose en deux plans, 
la droite d'intersection ou ligne double de ce couple de plans est située 
sur la surfaœ nodale K'. Car chaque point de cette ligne double est le 
sommet M d'une surface conique de la gerbe, qui se décompose en 
deux plans. En vertu d'une remarque faite précédemment (II, pages 
254-255), on voit de suite que : 

A tout couple de plans du réseau de F' correspond dans 2^ un plan 
tangent singulier de la surface '1>*; ce plan est tangent à 'i*' m 
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tovs les points de la conique qui correspond à lu ligne double du cou- 
ple de plans. 

Nous allons maintenant noua occuper de la surface du quatrième 
ordre el de troisième classe découverte par Steiner, et qui est in- 
timement liée à la relation projective qui existe entre le r-éseau 
de F^ et le système de l'espace 2,. Quand un point se meut d'une 
manière continue dans le réseau de F^ et décrit une courbe ou une 
sm-face quelconque, le point qui lui correspond dans 2^ se meut 
d'une manière continue et décrit la courbe ou la surface correspon- 
dante de S,. 

Un plan quelconque 9 arbitrairement choisi dans le réseau de F" a 
pour correspondant dans 2j une surface de Steiner F^* du quatrième 
ordre, qui contient un nombre doublement infini de coniques; elle est 
rapportée d'une manih^e uniforme, sans ambiguïté, au plan p de telle 
sorte qu'à tout point de <f correspond un seul point de F,* el que, réci- 
proquement, à un point quelconque de F,* coiTespond en général un 
point de ç et rien qu'un. 

La surface F,' a au plus quatre points communs avec une droite quei- 
conque de Si, parce que la courbe gauche du quatrième ordre qui cor- 
respond à la droite a au plus quatre points communs avec le plan f. A 
une di-oite quelconque / de 9 correspond au contraire une conique 
X, située sur F,*. 

Aux surfaces du réseau de F' tangentes au plan 9 correspondent 
dans 2i les plans tangents de la surface Ft'. Or, par une droite quel- 
conque, il passe en général au plus trois plans tangents de F,', parce 
qu'un faisceau quelconque de F renferme au plus trois surfaces tan- 
gentes au plan ? (11, page 165). Donc : 

La surface de Steiuer Fi* du quatrième ordre est de la troisième 
classe. 

Soit l une droite quelconque de o et >>, la conique, qui lui cori'espond 
sur Fj*, le plan de \ a encore en général une deuxième conique X\ com- 
mune avec F,* ; car il a pour correspondant dans le réseau de F, une 
surface réglée du second ordre, qui a en commun avec le plan ? la 
droite l et par conséquent encoïe une autre droite /' et qui est tangente 
à ce plan au point II'. Donc : 

La surface de Steiner F,' est tangente aux plans , dans lesquels ses 
coniques sont situées deux à dettx, en un point commun aux couples 
de coniques. 
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Comme en général toutes ces coniques X^, /.', touchent la suii'ace <1>' en 
quatre points chacune (II, page 257), on voit que : 

La surface de Sleiner F,* est tangente à ta surface de quatrième 
classe *' le long d'une courbe gauche [du huitième ordre) qui corres- 
pond à la ligne d'intersection du plan a et de la surface nodale K' du 
réseau. 

Au point Bj de contact de F,' avec le plan des coniques \ et X\ cor- 
respond dans 9 le point d'intersection des droites l et V; tout autre 
point l!j commun aux coniques î., et X', a pour correspondants deux 
points différents U et U' des droites l et /'. Ces deux points D, U' sont 
des pmnts associés du réseau de F' et le rayon principal qui les joint a 
pour correspondant dans 2j une droite, par les points de laquelle la 
surfaceF,' passe deux fois. Les coniques X, etX'i ont, en outre de Bj, au 
plus trois points communs ; donc : 

Le plan arbitraire ç contient au plus trois rayons principaux du 
réseau de F* et au moins un : le système de rayons formé par les 
rayons principaux est par conséquent de la troisième classe et du sep- 
tième ordre. 

Si f renferme trois rayons principaux, leurs points d'intersection 
sont trois points associés ; car à chacun de ces points d'intersection 
sont associés deux points sur les deux rayons principaux qui passent 
par lid ; la droite qui les joint est aussi un rayon principal et doit coïn- 
cider avec le troisième rayon principal du plan . 

La surface de Steiner Fj* contient donc au moins une et au plus 
trois droites doubles : cas droites se coupent en un point triple 0, de la 
surface. 

Aux sections planes de la surface de Steinei' F/ correspondent dans le 
pian f des coniques qui ont deux points associés communs avec les 
rayons principaux situés dans ç; car ces coniques sont situées sur les 
surfaces du réseau de F' qui correspondent aux plans des sections 
(II, page 255). Les droites 1,1' deç, qui correspondent à deux coniques 
A,, X', situées dans un plan tangent à Fj*, ont aussi deux pointa asso- 
ciés A, A' communs avec tout rayon principal contenu dans le pian ç et 
si l pivote autour de A, l' doit pivoter autour de A'. Deux quelconques 
de ces droites l' sont rapportées projectivement l'une à l'autre par le 
faisceau de rayons A ; les coniques correspondantes X'i de F,', qui pas- 
sent par un point double A,, seront donc rapportées projectivement 
entre elles par les coniques Xj et pai' leurs plans. 11 suit de là que : 
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Les plans tangents de la surface de Steiner, gui coupent une de ses 
droites doubles en un même point k^ forment un faisceau de pleins du 
second ordre. 

Ce faisceau est projectif au faisceau de rayons A aussi bieii qu'au 
faisceau A'. Les deux faisceaux décrits pai- / et /' sont donc aussi projec- 
lifs; ils engendrent une conique dont les points correspondent aux 
points de contact de ces plans tangents sur F^'. 

Quand un point A est associé à lui-même, A' coïncide avec lui; les 
faisceaux projectifs des rayons A et A' sont concentriques dans ce cas, 
et ils ont en général deux rayons correspondants communs. Le plaii ç 
est tangent à une surface conique du réseau de P suivant chacun de 
ces deux rayons ; par conséquent, F,* est tangente à un plan tangent de 
la surface** aux points de la conique correspondante. Par suite, comme 
les rayons principaux situés dans ? contiennent toujours deux points 
associés à eux-mêmes, on voit que : 

La surface de Steiner F,' a en général quatre plans tangents singu- 
liers, qui la touchent chacun suivant les points d'une conique. 

Ces [quatre plans tangents singuliers sont imaginaires, quand les 
points associés à eux-mêmes d'un rayon principal quelconque situé 
dans f sont imaginaires. Si le plan o contient trois rayons principaux 
réels et si leurs points associés à eux-mêmes sont tous les six réels, ces 
derniers forment, comme on le voit aisément, les sommets d'un qua- 
drilatère complet suivant les côtés duquel ç est touché par quatre sur- 
faces coniques du réseau de F^. 

Tout plan mené par une droite double u, est tangent à la surface de 
Steiner en un point de m^ et la coupe en même temps suivant M| et sui- 
vant une courbe du second ordre, qui passe par le point triple 0,. A ce 
plan correspond, en effet, une surface du réseau de F* qui passe par le 
rayon principal correspondant u et qui par conséquent est tangente au 
plan ç en un point de u, puisqu'elle coupe ce dernier plan suivant k et 
suivant mie autre droite. 

Si l'on projette la surface de Steiner de son point triple 0, par uiic 
gerbe, chaque rayon de cette gerbe a pour correspondant le point de ç 
dont le rayon projette le correspondant. A toute droite / de ç corres- 
pond dans la gerbe 0, une surface conique du second ordi'e projective 
à / qui passe pai- les droites doubles de F,*; à tout faisceau de rayons 
lie 0, con'espond dans œ une conique qui passe par le point d'inter- 
yeetioH des rayon» principaux situés ûaus ç. Ou peut en con<'lure que : 
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Ixt surface de Steiner est projetée de son point triple par une gerbe 
qui est rapportée quadratiqvement au plan o. 

La projectivîté établie précédemment entre le i-éseau de F^ et le sys- 
tème de l'espace ^^ conduit encore à d'autres surfaces du quatrième 
ordre. Ainsi à toute surface du second ordre L,^ prise dans s^ conus- 
pond une surface du quatrième oi'dre L* dans le réseau de F' ; car L* 
a avec une droite autant de points communs que L,' en a avec la co- 
nique correspondante de S,, c'est-à-dire au plus quatre, si la droite 
n'est pas située tout entière sur L*. Un plan tangent à L,' en un point 
a pour élément correspondant une surface du réseau tangente à L^ aux 
points associés correspondants. La surface L,' peut être engendrée par 
deux gerbes réciproques ; de même L* peut aussi être engendrée d'une 
infinité de manières par deux gerbes réciproques de surfaces du réseau, 
de telle manière que chaque surface de l'une des gerbes soit coupée au 
plus en huit points de la surface L* par la courbe gauche du quatrième 
ordre qui lui con'espond dans l'autre gerbe. Si L', est une surface 
réglée, engendrée par conséquent par deux f^sceaux projectifs de 
plans, L* peut aussi être engendrée d'une infinité de manières par deux 
faisceaux projectifs de P. Si, en particulier, L'', est une surface conique 
du second ordre, il correspond en général à son sommet huit points 
doubles coniques sur la surface V. 

Deux faisceaux projectifs de F^ engendrent en général une surface 
L* du quatrième ordre, qui contient deux systèmes de courbes gauches 
du quatrième ordre. Deux courbes gauches qiielconques de Vtin ou de 
l'autre système sont toujours les courbes de base de deux faisceaux 
projectifs de F% qui engendrent la surface L". 

La démonstration découle immédiatement de ce qui précède, si l'on 
a égard à ce que deux faisceaux de F' peuvent toujours être réunis 
par un réseau de F^ Comme L' est coupée par un plan quelconque 
suivant une courbe du quatrième ordre, on voit en passant que : 

Deux faisceaux projectifs de coniques, situés dans un même plan, 
engendrent en général une courbe du quatrième ordre; celte même 
courbe peut av^si être engendrée d'une infinité de manières par des 
faisceaux projectifs de coniques. 
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Cas particulier du réseau de surfaces du second ordre. 



Nous allons étudier à présent le cas particulier où toutes les sui'- 
faces du réseau de F^ ont un point A commun ou bien encore celui où 
elles ont plusieurs points communs. Le point commun A fîût partie de 
chaque groupe de points associés ; il est associé à tout autre point du 
réseau et correspond à tout point du système S, 

Toute dioite s postant par k est un layon principal du ié eau de 
P elle a poui correspondantt dans S, une dîoite s, projedive a s 

En effet si 1 on réunit par une dioite s, deux points de S, tories 
pondants à deux points quelconques de s la dioite s^ a poui toires- 
pond'uite dins le réseau de F' une courbe giudie du quatiième oïdit 
quia trois points communs i\ec s et pii pii conséquent se décompose 
en s et en une combe gauche du lioisi^me oïlie si Ion considèie s, 
comme une section d un faisceau de plans de S, s seia le heu d une 
pond lelle perspective au faisceau coiiespondnnt de F et pai (.onse 
quent projective à s. 

Il existe d apiès cela sur *, un pomt A^ auquel ne coire=ipond qut le 
seul pomt A sur s ce derniei point coirespond doublement iu pie- 
miei de sorte que tout pian de 2, passant pai A( a poui élément coi 
respondant une smfice du léseau de F tmgenle en A au laycn pnmi 
pal s Deux layons quelconques menés pai A n ont poui éléuienls 
COI i espondants deu\ droites », qui se coupent que s ils sont situes sui 
une même suifice du léseau Les points A, de ces dioites srnt donc en 
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généra! différents les uns des autres. A tout plan de 2j, passant 
par deux des points A,, correspond une surface du réseau qui est 
tangente aux deux rayons principaux s correspondants, et par consé- 
quent à leur plan, au point A; le plan «j, qui réunit trois points Aj 
quelconques, doit donc avoir pour élément correspondant une surface 
du second ordre, ayant en A trois plana tangents différents, c'est-à-dire 
une surface conique réelle ou imaginaire, ayant son sommet en A. II 
suit de là que : 

Tous les points A, de 2,^ auxquels correspond doublement le point A 
commun au réseau de F', sont situés dans un même plan k^; à ce plan 
correspond dans le réseau de F^ une surface conique du second ordre 
ayant son centre en i 

Un plan quelconque de i., (ontient en genérïl, et au plu*; deux des 
droites s, qui coires^pondent aux iayon<* pnncipaux s du léseau passant 
par A; cai ce plan a poui élément coriespondant une 'îUiface du lé- 
seau sur laquelle en gential, il y a au plus deux de ces rayon-î s, Si 
à chaque layon a passant par A nous lapporton-i le point de a, qui est 
situé sui la droite coiie-,pondanle s, de S, à toute dioite de a^ corie'-- 
pond un plan de A; c'est le plan tangent commun aux sm'faces du 
second ordre qui correspondent aux plans passant par la droite. On en 
conclut que : 

I^s tangentes doubles de ta surface de quatrième c/ass« *', qui cor- 
respondent aux rayons principaux du réseau de F* issus de A, for- 
ment un système de rayons de deuxième classe, dont iji' est la surface 
focale; ce système est coupé par le plan a^ suivant un système plan 
coUinéaire à la gerbe A. Le système de rayons de deuxième classe est 
de l'ordre (8-n), quand les surfaces du réseau ont encore n-1 points 
communs, en outre de A. 

Pour prouver la dernière partie du théorème, remarquons qu'un 
point quelconque P, de S, a généralement pour correspondants huit 
points associés, dont n sont situés sur toutes les surfaces du réseau ; 
les rayons du système de rayons, qui passent par P^, correspondent 
seulement aux rayons issus de A, qui passent par les (8-n) autres points, 

La surface conique du réseau de ¥\ qui a son sommet en A, a pour 
correspondante dans le plan a,, collméaire à la gerbe A, une conique 
qui lui est projective, et ses rayons ont pour correspondants dans l'es- 
pace 2[ des rayons du plan a,. Ce dernier est donc un plan singulier 
du système de rayons de deuxième classe ; les rayons du système qui 
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y sont oonteuus foraient en général un faisceau de rayons du sixième 
ordre, c'est-à-dire qu'une droite quelconque de 2( rencontre au plus 
six d'entre eux, tandis que la courbe gauche correspondante du qua- 
trième ordre a six points communs avec ia surface conique A, en outre 
de son sommet. Un l'ayon quelconque, issu de A, coupe la surface 
nodale R' en A et en les deux points qui lui sont eomtouns avec la 
courbe gauche du troisième ordre qui lui est associée ; mms Tun de ces 
deux points coïncide avec A, quand le rayon, et par suite la courbe 
gauche qui lui est associée, est situé sur la surface conique A du ré- 
seau. Par suite : 

Le point A est un point conique de la surface nodale IC et xon cône 
de tangentes est une surface du réseau de F'. D'autre part, le plan a.^ 
est un plan de contact singulier de la surface de quatrième classe H''; 
il est tangent à cette surface en tous les points de la conique qui cor- 
respond sur a^ à ce cône de tangentes. 

Tandis qu'un point quelconque de la surface nodale K^ n'a pour cor- 
respondant qu'un seul point de **, tous les points de cette coniciue ont 
pour point coiTespondant le point anguleux A de K*. 

A un plan quiconque y tnené par le point A correspond dans le 
système 2, de l'espace une surface réglée F,'' du troisième ordre ; elle 
est représentée d'une manière uniforme sur le plan ç et, jointe au plan 
a,, elle peut être considérée comme une surface de Steiner du qua- 
trième ordre. 

En effet, la surface F,'^ a au plus trois points communs avec une 
droite quelconcpie de S,, parce que la courbe gauche du quatrième 
ordre qui lui correspond dans le réseau de F' a au plus avec f trois 
points communs différents de A. Si » est décrit par un rayon principal s 
qui tourne, le rayon correspondant s^ décrit la surface F,^, puisqu'il 
glisse le long d'une droite u, du plan (l.^ ; la ponctuelle u, est projective 
au faisceau de rayons décrit par s. A une droite quelconque l de o cor- 
respond sur F,' une conique ),, projective à l (II, page 257), dont le 
plan passe pai- une des génératrices Sj de F,' ; en effet, ce plan a pour 
correspondant dans le réseau de F* une surface du second ordre, qui a 
en commun avec ç la droite /.et par conséquent aussi une auti'e droite s 
passant par A. Le plan de \ est tangent à la surface 'P^' en l'un des 
points d'intersection de s, et X,, auquel correspond le point si; l'autre 
point d'intersection de s^ et À, a pour correspondants deux points asso- 
ciés situés sur s et / et la droilo v qui les réunit a pour correspondante 
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une droite double v^ île la surface F,". Gomme le faisceau de rayons A 
siLué dans f est coupé par les autres droites l du plan ç suivant des 
ponctuelles projectives, il en résulte que : 

Les coniques \'de la surface réglée F^ sont rapportées projeclive- 
ment entre elles et à la ponctuelle «, par le moyen de la génératrice 
s, ; la surface peut donc être engendrée par la forme rectiligne u^ et 
par une conique qui lui estprc^ective. 

Nous avons déjà indiqué précédemment {I, pages 215 et suivantes) 
ce mode de génération de cette surface du troisiénie ordre. Aussi nous 
bornerons-nous à faire ici quelques remarques. Les plans du faisceau u, 
accouplent involutivement les génératrices de F,' et les points de toutes 
les coniques situées sui cette suifice de telle soite que deux généra- 
trice*; ou deux points coniugués lont daiis un même phn avec m, et 
que les deux généritmes se coupent en un point de ia droite double 
)),. En même temps les Ia^ons du faisceau A ^tué dins ç sont accou- 
plés im olutivement de telle manifie que !e^ i ijons conjugués deux à 
deux passent pat dtu\ points as=tociés de i Si la poni tuelle mvolutive v 
1 deux points doubles M et N les droites AM et AN ont poui correspon- 
dintes deuK qéné> aty icet •finguUère'! de ¥^, et les points M et N deux 
points de rehroustement ou points cuspidaux. 

I a suiface F,' est fane;ente ^ un plan de la surface oi' en tous les 
pomts dune de ces génératrices smguliêies; au contraire, lés plans 
tangents aux points d une lutie génératute quelconque s, forment un 
faisceau de plans s,, qui est projectif à la ponctuelle formée par les 
points de contact. Toute section plane de F,' est représentée sur le 
phn f pli une conique, qui passe par A et qui coupe le rayon princi- 
pil V en deux points associés. 

( omme en général la surface ** est tangente aux génératrices s, de 
la surface F,' en deux points et aux coniques 1, de cette même surface 
en quatre points (II, page 256), il s'ensuit que : 

La surface F' est tangente à la surface de quatrième classe (U* le long 
d'une courbe gauche {du sixième ordre) qui correspond à la courbe 
d'intersection du plan a et de la surface nodale K" du réseau de F'. 

Si toutes les surfaces du réseau de F' passent par deux points A et 
B, et si l'on appelle c la droite qui joiçt ces deux points, à tous les 
points de cette droite c correspond un seul et même point G, de l'es- 
pace S|. Car si C,^ correspond à un point quelconque de c différent de 
A et B, toutes les surfaces du réseau de F' qui correspondent aux plans 
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de 2, menés par Cj, passent par la droite c. Ces surfaces forment une 
gerbe pai-Uculière de F' (voir II, page 251). En général, en outre de c, 
elles ont au plus quatre points C communs, qui sont associés entre eux 
et à tous les points de c et qui correspondent au point Gj de 2^. Les 
quatre couples de plans, que l'on peut mener par c et par les quatre 
points C, font partie de cette gerbe particulière de F' et par conséquent 
aussi du réseau de F* ; ils ont pour correspondants dans L^ quatre 
plans tangents singuliers A:, de la surface *' qui passent pai' C, (II, pa- 
ges 257-258). Les points A et B sont des points coniques de la surface 
nodale K' et les centres de deux cônes du réseau, qui passent par c et 
auxquels correspondent dans S, deux plans tangents singuliei-s a, et p, 
de <!>* qui passent pai' G,, La surface nodale K* passe par c, paix» que 
chaque point de c est le sommet d'une surface conique de la gerbe 
(II, page 251) ; à toutes ces surfaces coniques correspondent dans 2, 
des plans tangents à la surface "î»* au point G^. Ce point est donc un 
point double de '5'. 

Gomme deux droites quelconques du réseau de F' menées par A ou 
îi sont rapportées projectivement aux droites qui leur correspondent 
dans 2,, on déduit très facilement de là que : 

A un plan quelconque ç, mené par la droite AB ou c, correspond en 
général dans 2, une surface réglée F^ du second ordre, qui est rap- 
portée à f d'une manière uniforme. Les deux systèmes réglés de F^ 
correspondent aux faisceaux de rayons AetBdcf et leur sont projec- 
tifs ; à la droite c correspondent deux droites de f ,% passant par C^ 
et situées dans a^ et p,, et une droite quelconque de rf a pour corres- 
pondante sur F* une conique quipasse par C^. 

Les rayons du faisceau A coupent en effet deux droites quelconques 
du faisceau B suivant des ponctuelles projectives; les ponctuelles 
correspondantes de 2^ engendrent le système r^Ié de F^^ qui cor- 
respond au faisceau A. La surface F,-, considérée avec les plans a.^ et 
Pj, peut être regardée comme une surface de Steiner du quatrième 
ordre; elle est tangente à la surface *' le long d'une courbe gauche 
qui correspond à l'intersection de ç avec la surface nodale K', 

Le plan ç^, tangent à la surface Fi* au point Gi, a pour élément cor- 
respondant une surface du i-éseau, qui n'a qu'une seule droite c com- 
mune avec f, et qui est par conséquent une surface conique tangente 
à f. Quand f décrit le faisceau de plans c, f^ décrit uu faisceau de 
plans du second ordre projectif à c ; car deux plans quelconques des 
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gerbes A et B sont, coupés par le fjùsceau de plans c suivant deux fais- 
œaux de rayons perspectifs et, corame A est rapporté eollinéairement à a^ 
et B à Pi (11, pages 262-265), ces faisceaux ont pour correspondants 
dans «j et p^ deux ponctuelles projectives dont les couples de points ho- 
mologues sont situés sur les plans de ce faisceau du second ordre. Ce der- 
nier faisceau contient en particulier les plans tangents singuliers a, et 
Pi et les quatre plans ki, qui correspondent aux couples de plans du 
réseau passant par c. De ce que l'on vient de dire et d'une remarque 
antérieure, il découle que : 

Le point C^ de 2i, qui correspond à lu droite IB ou c, est un point 
conique de la surface *'; en ce point, la surface $* est tangente 
aux plans d'un faisceau de plans du second ordre, qui contient 
aussi les plans tangents singuliers «j, ^ et les quatre plans Ici de la 
surface. 

Nous allons maintenant supposer que toutes les surfaces du réseau 
de F' soient cii-conscrites à un triangle, dans lequel les côtés a, h, c 
soient respectivement opposés aux sommets A, B, G. A ces côtés cor- 
respondent dans 2, trois points A,, B^, Gj et le plan i, qui réunit ces 
trois derniers points a pour correspondant dans îe réseau F* une surface 
qui passe par a, h, c et qui par conséquent se décompose dans le plan i 
du triangle ABC et en un autre plan. A tout point du plan i correspond 
un point du plan A^ et réciproquement; une droite quelconque / de 
A a pour correspondante dans ij une conique À, qui lui est projective 
et qui passe par A,, B^ et G,- Réciproquement, une droite g, de A; a 
pour correspondante une conique de A, qui passe par A, B, G et qui 
se décompose en BO et en une droite 3 passant par \, quand g, 
passe elle-même par A,. Les faisceaux de rayons A de A et A, de 
A, sont rapportés projectivement l'un à l'autre; ils sont les projections 
des ponctuelles projectives l etX,, qui se correspondent dans A et A,. 
D'une manière générale, on voit que : 

Les deux systèmes plans de points A et A, sont en correspondance 
quadratique ; À, fi, C sont les trois points principaux de A et A,, B^, C^ 
les points principaux correspondants de A|. 

Il y a encore d'autres cas particuliers {') du réseau de F^ ; nous en 



1. Pour ce qui regarde les cas particuliers laissés 
" Sur tes systèmes de rayons de seconde classe et 
Kummer . Journal de Crelle, t. LXXXV[. 
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laissons une partie de côté et nous traitons les autres dans l'appendice ; 
nous allons maintenant nous occuper du cas tout particulièrement 
intéressant oii toutes les surfaces du réseau passent par six points 
quelconques. 
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Le système de rayons de second ordre et de seconde classe 

et la surface de Kummer, 

du quatrième ordre à seize points doubles'. 



Nous allons nous servir des résultats trouvés dans les deux dernières 
leçons pour étudier maintenant la gerbe paiticulière de F^ dont les 
surfaces sont circonscrites à un hexagone gauche 125-456 ou kiklmn. 

Comme trois points quelconques déterminent en général une surface 
du réseau et que, d'autre part, par neuf points quelconques il ne passe 
généralement qu'une seule surface du second ordre, il s'ensuit que : 

Toute surface du second ordre passant par les six sommets i fait 
partie du réseau de F'. 

La suiface nodaie K* renferme les sommets de tous les cônes du 
second ordi-e passant par les six sommets de l'hexagone; d'où il résulte 
que : 

La surface nodaie K'' passe par les quinze côtés ik de l'hexagone et 
par les dix lignes doubles de ses dix couples de plans opposés hik, imn ; 
elle passe en outre par la courbe gauche k' du troisième ordre que 
l'on peut circonscrire à l'hexagone. 

Imaginons encore que le réseau de F^ soit rapporté au système de 
l'espace X,, comme on l'a indiqué précédemment (II, page 255). Le point 
(0) de 2,, qui correspond à un point quelconque de la courbe gauche /,", 



1. Kunimer, Sur Us syslénies atyébi'itiws di; rayii'iis (Mémoiroi de l'Atadétnie de Biîi- 
I, classe de mathcmaliqucs, 1866). 
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doit alors correspondre à tous les points de k", parce que à tout plan f^ 
de 2, mené par (0) correspond une surface du réseau qui passe par 
sept points et conséquemment par tous les points de fr*. A tout rayon 
de ç^ mené par correspond, en outre de k", une corde de If située sur 
la surface précédente. Donc : 

Les points de la cubique gauche k' nont des points associés du re- 
seau de F' et correspondent tous à un seul et même point (0) de Ves- 
pace Si- Le système de cordes de k* est rapporté projecHvement à (a 
gerbe iO) et de telle manière que les gerbes collinéaires par lesquelles 
on projette des points de k' sont réciproques à la gerbe (0). 

Aux tangentes de A' correspondent par conséquent dans la gerbe (0) 
les rayons d'une surface conique du second ordre ; et les surfaces coni- 
ques de la gerbe, qui passent par fc", ont pour éléments correspon- 
daBts les plans tangents de la surface conique (0), parce que ces sur- 
faces ne contiennent chacune qu'une seule tangente de k'. Il est claJi' 
aussi que les tangentes et les points de k' sont rapportés projectivement 
aux rayons et aux plans tangents de la surface conique (0). 

Chaque corde de k'^ est un rayon principal du réseau de F^ et elle 
; à la courbe gauche k" (II, page 255) ; ses deux points 
s k eux-mêmes, qui sont situés sur la surface nodale K^, sont 
conjugués par rapport à toutes les surfaces du réseau et conséquem- 
ment aussi par rapport à k''. Par suite, la surface nodale K* sera coupée 
en quatre points harmoniques par chacune des cordes de /c', et osculée 
par les tangentes de cette coui-be gauche, en sorte que k^ est une 
courbe inflexionnelle ou courbe de tangentes principales de K'. D'a- 
près cela, le point (0) est un point nodal de la sui'face ** de quatrième 
classe et son cône de tangentes est la surface conique du second ordre 
(0) mentionnée plus haut. Cette surface "!>' a en outre quinze autres 
points nodaux {pï) qui correspondent aux quinze côtés ik de l'hexagone 
(II, page 267). 

Toutes les tangentes doubles de !a surface $', qui correspondent aux 
rayons issus du sommet \ de l'hexagone, forment un 8>><tème de 
rayons I de seconde classe et du second ordre (II, page 265^ Ce sys- 
tème contient les génératrices d'un nombre doublement infini de sur- 
faces réglées du troisième ordre et peut être décrit de iinu manières 
par un système réglé ordinaire, auquel correspond un faisceau de 
rayons de la gerbe \ (II, page 267). Sa surface focale ■!'' est une sur- 
face de Kummer de quatrième classe à 16 points doubles (0) et [ik); 
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elle est rapportée d'une manière uniforme à la surface nodale K* et elle 
est aussi la surface focale de cinq autres systèmes de rayons If, III, IV, 
V, VI, de même espèce, qui correspondent aux gerbes 2, 3, 4, 5, 6. 

Ces six systèmesde rayons de deuxième ordre et de deuxième classe ont 
seize plans singuliers communs ; six de ces plans (i) correspondent aux six 
cônes du réseau par lesquels on peut projeter la courbe gauche f^ des 
sommets! (=1, 2,5,4, 5, 6) de l'hexagone; les dix autres correspondent 
aux dix couples de plans ikl, mnh de l'hexagone. Par exemple, le 
couple de plans 123, 456 a pour correspondant le plan singulier (123) 
qu'on peut aussi désigner par (456), (215), (231), etc. 

Dans le système de rayons I de deuxième ordre et de deuxième 
classe, chacun des 16 plans singuliers contient un faisceau ordinaire 
de rayons; le centre du faisceau situé dans (1 kl) est (kl) et celui du 
faisceau contenu dans (i) est (1 \),pour i > 1, el (0) pour i = l. 

En effet, les rayons de la gerbe 1 qui coupent le côté kl de l'hexa- 
gone ont pour correspondants tous les rayons du plan {\ld) qui passent 
par [kl)\ au côté H de l'hexagone correspondent (II, page 267) tous les 
rayons du plan (i) qui passent par (H) et enfin les rayons de la surface 
conique qui projette la courbe k^ du point 1 ont pour correspondants 
les rayons du plan (1) qui passent par (0). 

La surface de Kummer ** a seize points doubles (0) et (ik) et seize 
plans singuliers (i) et (ikl), qui sont conjugués les uns aux autres de 
la manière suivante par le moyen du système de rayons I : 

Points doubles. (0) (12) (15) (14) (15) (16) (25) (24) .... (46) (56) 
Plans singuliers. (1) (2) (3) (4) (5) (6) (125) (124).... (146) (156) 

A chaque plan singulier est conjugué le point double par lequel pas- 
sent tous les rayons du système I situés dans le plan. — - Les six plans 
(1), (2), (5), (4), (5), (6) passent par le point double (0) ; ils forment 
un angle sexai'ête, qui est circonscrit à une surface conique du second 
ordre et qui est rapporté projectivement à l'hexagone 123456 de la 
courbe gauche /r (II, page 270), en sorte que : 

(1) m (3) (4i(ô) t6)7\k'{mtm). 

Par chacun des quinze autres points doubles (ik) i! passe aussi six. 
des scÏKC plans singuliers ; ces six plans sont également tangents à une 
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surface conique du second ordrepi, pages 26(i-2G7)et peuvent être dési- 
gnés par (i'/c'I), (i/c2),(iA;5), {ik4i},ik5), [ikQ) : (jA/i:) repvéseutant le plan(i) 
et {iki) le plan (k). Par exemple, par le point double (i2) passent les 
six plans 2, 1, (IS^), (124), (125) et (126), parce que les six surfaces 
du réseau de F- qui leur correspondent passent par le côté 12 de 
l'hexagone. 

Chacun des seize plans singuliers contient six des seize points dou- 
bles ; pai' exemple, (i) contient les points doubles (il), (î2), (i5), (î4), 
(i5), (i6), le point (0) étant représenté par (iî), et les sis points doubles 
(25), (3'1), (12), (56), (64), (45) sont situés sur le plan (125) = (456), 
parce que la surface correspondante du réseau de P passe par les six 
lignes correspondantes. 

La conique suivant laquelle la surface <!'' est tangente au plan sin- 
gulier (125), ou plus généralement (ikl), passe par les six points dou- 
bles situés dans le plan ; elle a en effet pour correspondante la ligne 
double d'un couple de plans du réseau (II, pages 257-258) et œlte 
dernière coupe les six côtés de l'hexagone qui correspondent aux six 
points doubles. 

Les 120 droites qui joignent les 16 points doubles sont identiques 
avec les 120 di'oites (Tijiter section des l& plans singuliers. 

En effet, par exemple, (0) et (12) sont tous deux sur (1) et (2) ; (12) 
et (15) sont situés sur (1) et (123); de même (12) et (54) sont sur 
(125) = (546) et (126) = (345). 

La gerbe i est rapportée collinéairement (li, page 255) au système 
plan (i) quand à chaque rayon de i on fait correspondre le point od (i) 
est coupé par la droite correspondante de l'espace 2,. Si donc on rap- 
porte les gerbes 1,2,3,4,5,6 perepectivement au système de cordes 
de k^ et par conséquent (II, page 270) réciproquement à la gerbe (0), 
les plans (1), (2), (3), (4), (5), (6) se. trouvent ainsi rapportés récipro- 
quement à (0) et par suite collinéairement entre eux. Et eifectivement, 
chaque rayon du système de rayons I est contenu dans le plan de (0) 
qui correspond au point d'intereection du rayon avec !e plan (1), et 
chaque rayon de (1) qui passe par le point (0) coïncide par conséquL-iit 
avec le rayon correspondant de la gerbe (0) . 

Toutes les droites de l'espace \, qui sont contenues chacune dans un 
plan Si de (0) et qui passent en même temps par le point coiTespon- 
dant E, de (1), forment un complexe linéaire de rayons. En effet, celles 
d'entre elles qui passent par un point arbilraii'e Pj forment un faÎMco lu 
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de rayons du premier ordre, parce qu'elles coupent le plan (l) sur la 
droite p' qui correspond au rayon (OjPj ; quand P^ décrit une droite 
g^. p' décrit un faisceau de rayons projectif à (j^, dont un rayon passe 
par ie point qui lui correspond, et le plan P^p' décrit par conséquent 
un faisceau de plans du premier ordi'e perspectif à 3,. Tous les rayons 
du système I de deuxième classe et de deuxième ordre appartiennent 
au complexe linéaire; par conséquent, dans le système focal, des direc- 
trices duquel il se compose, chaque rayon du système I est conjugué à 
lui-même et chaque point P, a pour plan focal le plan -k^ qui réunit les 
deux rayons du système qui passent par P,. Un point de la surface 
focale <&^ par lequel passent deux rayons coïncidentH du système I, a 
donc toujoura pour conjugué un plan de *&* dans lequel sont contenus 
deux rayons du système qui coïncident (Voir II, pages 256-257), Donc : 
Les six systèmes de rayons dti deuxième ordre et de seconde classe 
I, II, III, IV, V, VI, qui correspondent aux six gerbes 1,2. 3, 4, 5, 6. 
sont situés dans six complexes linéaires de rayons, différents les uns 
des autres, et déterminent les six systèmes focaux correspondants '. 
la surface focale it>' commune aux six si/stèines de rayons est conju- 
guée à elle-^néme dans chacun de ces systèmes focaux, de telle sorte 
qu'à chaque point de 4>' est conjugué un plan qui passe par lui, et 
que tout point double a pour conjugué un plan singulier. La surface 
de Ktimmer <!>' de quatriè)ne classe est donc aussi du quatrième ordre. 
La coiTélation entre les seize points doubles et les seize plans singu- 
liera dans le système focal I est évidente d'après le tableau donné plus 
haut {II, page 271). Dans le x*™ des six systèmes focaux, le plan (ikl) 
est conjugué au point double {kl), parce que tous les i-ayons du i™* sys- 
tème situés dans {ikl) passent tous par {kl) (Voir II, pages 270-271). 
Joignons les six points, qui sont conjugués à un plan tangent de ^^' dans 
les six systèmes focaux, avec le point de contact du plan, nous obte- 
nons six tangentes doubles de <^', situées dans le pian; ce plan, en 
général, n'est pas conjugué à son point de contact. 

Le sexarête (1) (2) (5) (4) (5) (6), qui est projactif à l'hexagone 
1 2 f) 4 5 6 de fe^ et circonscrit à une surface conique du second ordre 
(II, page 272), a jiour coiTespondant ou conjugué dans le i"'"" des six 



1, C'est M. Felia: Klein qui a attiré l'attention (Malhematische Antialen, l. U, pu- 
fies 199 -îSe) fiiir ces six sialèmes focaux ou complexes linéaires fondamt-nlaux:, d'oix 
l'on déduit la majeure p^irlia des tliéorèmes qui suivent ici. 

uÉOBÉTKiË DE rosiTWs, — n. 18 
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systèmes focuux l'hexagone (il) (ï2) (î5) (t4) (î5) (i6). Ce dernier est 
par conséquent inscrit à une conique de telle manière que : 

{H) (m (i5) (a) (î5) (i6) A ^' (125456) pour {u) = (0). 

Dans le /c'°' des six systèmes focaux, cet hexagone est conjugué au 
sexlatère (tkl) (iA2) {îA-5) [ikA) {ik5) (ikQ) qui par conséquent est éga- 
lement projectif à ft^(i25456). Et comme, en posant par exemple 
i:=2, k = 5, ce sexlatère a pour conjugué dans le premier système 
polaire l'hexagone (25) (31) (12) (56) {((4) (45), ce dernier doit aussi 
être projectif à A' (123456). D'une manière générale, on voit que 

Tons les groupes de six plans singuh'eys, qui passent par vit même 
point double, et tous les groupes de six poiyifs doubles, qui sont situés 
dans un même plan singulier, sont projeclifs entre eux et à l'hexagone 
123456 de k'. Les seize points singuliers de la surface de Kummer O* 
sont situés six à six sur seize coniques, le long desquelles <È>' est tan- 
gente aux seize plans singuliers. 

Gomme deux quelconques de ces coniques se coupent en deux points 
doubles (II, page 272), elles peuvent être réunies pai' une smface du 
second ordre avec tout autre point double'non situé sur elles; cette 
surface passe encore par un douzième point doulîle et par quatre des 
seize coniques. Par exemple, les douze points doubles des quatre coni- 
ques (1), (2), (i34), (234) sont situés sur une même surface du second 
ordre ; il en est de même pour ceux des coniques (123), (545). (561) 
et (246). On démontre aisément ce théorème : 

Il y a quatre-vingts surfaces du second ordre, qui contiennent chacune 
douze des seize points doubles et quatre des seize coniques de contact; 
il existe de même quatre-vingts surfaces de deuxièm£ classe tangentes 
à douze des seize plans singuliers. 

Les deux points, qui sont conjugués à un même plan dans deux 
quelconques des six systèmes focaux, sont des points homologues de 
deux espaces collinéaires; ces derniers sont iiivolutifs, parce que lies 
deux points se correspondent entre eux d'une double manière. En 
effet, par exemple, dans les systèmes focaux I et II, (Iî) et (2i) sont 
conjugués au plan {ij et en même temps {2î) et (ii) au plan (i2î); de 
plus (34) et (56) sont conjugués au plan (134) = (256) et, réciproque- 
ment, (56) et (54) sont conjugués au plan (156) =^(234). 

I,efe huit couples de points (12) (0), (lô) (25), (H) (2i), (15) (25), 
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(10) (JO) (54) (%) (5')) (46) Pt Côb) (i5) se Lompo&eiil don diacaii 
de deux pomt'^ conjure-- 1 un àlautie dunsjstème m\L!utif giuohe 
I II dans lequel toute diiectnre tomrauiie àu\ deux systèmes to 
laux I II est conjuguée d elle même et dms lequel le plan (lik) c^t 
conjugue au plan (2il ) 

Il e-usie quinze de ces sj sternes imolutifs que nous pou\ons repif 
sentei pai I II I JJI V VI Dans chacun d eu\ U suifate de Kum 

mei •!>* se i oiiespond % elle même et deux points tu deux plans de la 
suiiice conjugués I un a lautie sont séparés haimoniquement pai les 
deux ixes du système Le système de l'ijons de piemiei oïdje et dp 
première clisse qui se compose des dirertntes du sj sterne mvolufif 
I II est engendré pai les plans collmé-înes (U et (2) (\oii II piges m 
273) 

Le tibleiu suivint fait connaitie quel esit le point double dt I>' qui 
est conjugué a un pKn smguliei quelconque dans chacun des six sys- 
tèmes focaux ou a un point double quelconque dniis chicuii des ([uiiize 
systèmes m\olutifs 
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Par exemple, le plan (136) est conjugué au pomt double (16) danw 
le système focal III et au point (24) dans le système V; ces points (16) 
et (24) se correspondent au contraire doublement dans le système invo- 
lutif m V. Ce tableau montre encore quelle est la relation projective 
de cliaque groupe de six points doubles dans deux plans singuliers ; |)ar 
exemple, dans les plans (1), (123) et (135) on a : 

(0) (12) (13) (14) (Ib) (16) 7\ (25) (51) (12) (56) (6i) (4S) 
A (55) (46) (51) (62) (13) (24) 

A l'aide de ce tableau on peut aussi prouver facilement ce théorème 
dû à M. H. Weber * que : à l'aide de six points doubles convenable- 



1. Journal de Crelle, t. LXXXIV, page 349. C'est dans u 
que M. Weber a été conduit pour la première fois à la n 
Joubles et hs jjlnns «ing 



r les fonctions théti 



le surfocc de Kuniiiier. 
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ment choisis, comme (12), (23 , (34), (45), (51), (0) ou (27)), (51), (121, 
(14), (25), (36), on peut construire linéaii-emeut tous les plaus shiguliei-s 
et les dix autres points doubles. 

Trois quelconques des six systèmes focaux, i)ar exemple, I, II et IK 
déterminent trois systèmes involutifs II III, III I et I II et de plus un 
système polaire de l'espace I II III. En effet, si l'on cherche tous les 
éléments conjugués à mi élément quelconque de l'espace dans I et II Ut, 
ou dans II et III I, ou dans III et I II, on obtient des éléments homo- 
logues de deux espaces rtciproques ; ces espaces sont en involution et 
constituent un système polaire 1 II 111 de l'espace, parce que, d'après 
notre tableau, aux sommets des huit tétraèdres 

(0) (25) (31) (d2) , (0) (56) (M) (45), 

(23) (U) (15) (16) , (66) (41) (42) (43), 

(51) (24) (2b) (26) , (64) (51) (52) (53), 

(12) (34) (35) (56) , (45) (61) (62) (65), 

correspondent les faces qui leur sont opposées. Or ces tétraèdres sont 
des tétraèdres polaires non seulement du système polaire 1 II III, mais 
encore du système IV V VI ; ce dernier système est donc identique avec 
le premier 1 II III. De même I II IV et III V VI sont deux systèmes po- 
laires identiques; on obtient huit tétraèdres polaires de ce système en 
permutant entre eux les nombres 5 et 4 dans 1^ expressions données 
ci-dessus pour les tétraèdres. Les six systèmes focaux, pris trois à trois, 
déterminent en général dix systèmes polaires différents; dans chacmi 
d'eux la surface de Kummer -I»^ est conjuguée à elle-même, ses seize 
poinis doubles sont les pôles de ses seize plans singuliers et forment 
quati-e à quatre huit tétraèdres polaires. 

Par rapport aux trois systèmes focaux I, II et III les points et les 
plans de l'espace se groupent en tétraèdres polaires d'un système po- 
laire de l'espace I II III :z=: IV V VI ; chaque sommet d'un pai'eil tétraèdre 
a poui' conjugués dans les systèmes involutifs II III, III I et I II les 
trois autres sommets et dans les trois systèmes focaux les faces du 
tétraèdre qui passent par lui; il en est de même pour chaque face du 
tétraèdre. Les points et les plans se groupent, par rapport aux trois 
systèmes focaux IV, V, VI pour former d'autres tétraèdres polaires du 
même système polaire. Deux tétraèdres, appartenant à ces deux grou- 
pements différents et ayant une face commune, ont aussi le sommet 
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opposé commun et les six autres sommets conjugués à cette face dans 
les six systèmes focaux constituent deux triangles poivres d'un système 
polaire plan contenu dans I II III ; ils sont donc situés sur une même 
conique (II, page 74). Par conséquent, dans les six systèmes focaux, un 
plan quelconque a pour conjugués six points d'une conique et un point 
quelconque six plans passant par lui et appai'tenaut à un faisceau de 
plans du second ordre. 

Un point quelconque de l'espace constitue, avec les quinze points 
qui lui sont conjugués dans les quinze systèmes involutifs, un groupe 
de seize points, analogue à celui des seize points doubles de la surface 
de Kummer. En effet, les seize points de ce groupe sont situés six à six 
sur seize plans (ou mieux sur seize coniques) qui à leur tour passent 
six à six par les seize points. D'après ce qui précède, chacun des seize 
points a pour conjugués, dans les six systèmes focaux, les six plans qui 
passent par lui, et cliacun des seize plans les six points qui sont situés 
sur lui. Chacun des seize points a pour conjugués, dans les dix systèmes 
polaires, les dix plans qui ne passent pas par lui, et chacun des seize 
plans les dix pointe qui ne sont pas situés sur lui ; enfin dans les quinze 
systèmes involutifs, à chacun des seize points (ou plans) est conjugué le 
groupe des quinze autres. Remarquons en passant que les seize points 
sont les points doubles d'une surface de Kummer du quatrième ordre, 
déterminée par eux, qui, de même que *', est conjuguée à elle-même 
dans chacun des six systèmes focaux; avec "t»' se trouve déterminé 
ainsi un nombre triplement infini d'autres surfaces de Kummer. 

La surface double du système polaire 1 II III contient tous les rayons 
qui sont conjugués à eux-mêmes dans les trois systèmes focaux I, U 
et III et par suite aussi les trois couples d'axes des systèmes involutifs 
II III, III I et I II ; car ces axes sont des directrices du système réglé 
formé par ces rayons. De même, la surface double contient toutes les 
directrices communes des systèmes focaux IV. V et VI. Ces directrices 
constituent le système directeur du premier système réglé; car si elles 
formaient elles-mêmes le même système réglé, il existerait une infinité 
de rayons conjugués à eux-mêmes dans les six systèmes focaux et les 
dix systèmes polaires déterminés par les systèmes focaux devraient 
avoir des surfaces doubles identiques, tandis qu'elles sont différentes 
les unes des autres. Les deux axes de II III sont donc conjugués à eux- 
mêmes dans chacun des systèmes focaux IV, V, VI (et I) et coupent les 
couples d'axes des six systèmes involutifs IV V, IV VI, VI I. Les 
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couples d'axes de trois systèmes involutifs quelconques qui (comme 
I fl, ni IV, et V VI) dépendent simultanément des six systèmes focaux, 
constituent d'après cela les trois couples de cotés opposés d'un même 
tétraèdre. Du reste, l'un ou ciiacun des trois systèmes ïf III, III I et 1 II 
a deux axes imi^inaires, parce que la surface double du système polaire 
î II m, quand elle est réelle et réglée, n'est coupée en des points réels 
que par deux couples d'arêtes de son tétraèdre polaire. 

Le réseau de F', par lequel nous avons été conduits à la surface de 
Kummer *', est déterminé par quatre surfaces du second ordre, dont 
trois quelconques passent par une même cubique gauche fc' ; cette 
courbe est coupée par la quatrième aux six points 1,2,5,4,5,6. Suivant 
que parmi ces points d'intersection il n'y en aura pas de réels, ou bien 
qu'il y en aura deux, quatre ou six, les six systèmes de rayons de se- 
cond ordre et de deuxième classe relatifs à la surface de Kummer ne 
seront pas réels, ou bien il y en 'aura respectivement deux, quatre ou 
six de réels. De ces quatre cas, entre lesquels se produisent un certain 
nombre de cas transitoires et de dégénérescences géométriquement 
évidents, c'est le dernier qui a servi de base aux recherches de cette 
leçon . 
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PROBLÈMES ET THÉORÈMES. 



COLLIKÉATIO.^ 



1. On donne deux quadrilatères qui se correspondent dans deux 
systèmes plans collinéaires ou rédproques. Construire dans i'un des 
systèmes le point (ou le rayon) qui correspond à un point de l'autre et 
de même déterminer le rayon du premier qui correspond à un rayon ou 
h un point du second (II, pages 6 et 8). 

2. Deux systèmes eoUinéairea sont dans un même plan et perspec- 
tifs (II, page 20). On donne le centre et l'axe de collinéation et deux 
points ou deux rayons correspondants. Construire la courbe de l'un des 
systèmes qui correspond à une courbe de l'autre et de plus chercher 
l'axe opposé du premier système qui correspond à la droite à l'infini 
dans le second. 

5. Si deux systèmes collinéaires plans ont une ponctuelle u corres- 
pondante commune et si l'un d'eux tourne autour de la droite u, le 
point où se coupent les droites joignant les points homologues des sys- 
tèmes décrit un cercle, dont le centre est situé dans l'autre système et 
correspond à un point à l'infini du premier système mobile, et dont ie 
plan est perpendiculaire à u. 

4. Quand un objet est recouvert d'un fluide translucide, par exemple 
d'eau, il apparaît, à cause de la réfraction de la lumière, différent de 
ce qu'il est dans l'air libre. Comme toute droite continue à paraître 
droite sous le fluide, que des parallèles parjûssent toujours parallèles, 
l'objet semble s'être changé en un autre objet coUinéaire ou, plus exac- 
tement, en affinité avec lui (II, pf^e 65). De même, les objets situés 
hors de l'eau apparaissent à un poisson comme s'ils étaient transformés 
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]iar affinité; ainsi une spliiire parait un ellipsoïde, un dé un parallélipi- 
pède oblique. 

5. Si deux systèmes réciproques ])lans ï; et ^^ sont tellement plac^,s 
qu'unefonnerectiligneîfdeSsoitperspectiveau faisceau correspondant de 
2i, cette même forme w, considérée comme faisant partie deSi, est aussi 
perspective au faisceau correspondant de S. Si donc les deux systèmes 
ne sont pas dans un même plan, tout plan, qui joint un point de l'un 
avec, la droite correspondante de l'autre, passe par le centre de l'un de 
ces deux fjùsceaux de rayons perspectifs à w et par conséquent les {len\ 
systèmes engendrent deux gej'bes. 

6. Lorsque deux systèmes réciproques Z et 2, sont situés dans un 
même plan et de telle manière qu'une forme rectiligne quelconque m de î; 
soit perspective au faisceau con'espondant de rayons U, de i,, il existe 
encore en général une seconde forme rectil^e n de 2 qui est per- 
spective au faisceau correspondant V, de 2,. Si maintenant nous consi- 
dérons ces mêmes formes rectilignes m et d comme faisant partie du 
second système Sj, elles ont respectivement pour formes correspondantes 
dans le premier système 2 les faisceaux de rayons V^ et Uj et m est 
perspective à V, et ii à Uj. Le point wu est situé sur la droite U,V^ et lui 
correspond d'une double manière. Cette situation particulière de deux 
systèmes réciproques peut être mise à profit pour construire d'une ma- 
nière simple dans l'un des systèmes la forme réciproque à une forme 
quelconque de l'autre, par exemple, à une courbe. Dans des cas pai-ticu- 
liers, les droites « et v peuvent se confondi-e de même que les points Uj 
et Vj ; à chaque point de u correspond alors doublement un rayon de U,. 

7. Le plus grand nombre de points d'inflexion que puisse posséder 
une courbe plane d'ordre n est égal au plus grand nombre de points 
de rebroussement d'une courbe plane de classe n. 

8. Énoncer et résoudre pour les systèmes collinéaires ou réciproques 
de l'espace les problèmes analogues aux problèmes 1 et 2 (II, pa- 
ges 24 et 50). 

9. Si deux espaces collinéaires 2 et 2^ ne sont pas alliés, le pian à 
l'infini dans l'un a toujours pour correspondant un plan propre de 
l'autre système (ce qu'on appelle le plan opposé). Deux systèmes plans 
homologues de 2 et ^, ne sont alors alliés (II, page 52) que si leurs 
plans sont respectivement parallèles aux plans opposés ; de même une 
ponctuelle M de s n'a pour correspondante une ponctuelle projective 
semblable «1 de 2, que si n est parallèle au plan opposé de 2 et », à 
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celui dé S^. Aus droites perpendiculaires au plan opposé de s corres- 
pondent dans 2, les rayons d'une gerbe dont le centre est sur le plan 
opposé de S,. Les deux systèmes de l'espace ne renferment donc que 
deux droites coiTespondantes n et m, dont chacune soit perpendiculaire 
au plan opposé de son propre système. 

Un cylindre de révolution de S, ayant la droite n pour axe, a pour 
correspondant dans 2, un cône du second ordre, qui a n^ pouraxe prin- 
cipal et qui engendre une courbe d'intersection avec le cylindre si les 
droites n et n^ sont placées l'une sur l'autre. Toute ponctuelle v^ de 1„ 
dont le lieu contient un point de cette courbe et qui coupe normalement 
l'axe ïi,,apour correspondante dans 2 une ponctuelle zi projective égale; 
il en est de même pour toute ponctuelle dont le lieu est parallèle à v, et 
qui est à la même distance que ji, du plan opposé du système Z^. On 
reconnaît par là que deux systèmes plans alliés ne contiennent pas tou- 
jours de ponctuelles homologues projecûves égales et que par consé- 
quent ils ne peuvent pas toujours être amenés en situation perspective. 
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10. Deux gerbes sont rapportées réciproquement l'une à l'autre; 
déterminer les points communs à la surface du second degré, qu'elles 
engendrent, et à une droite ou à un plan donné. Ce problème est du 
second degré ; il en est de même du suivant : 

11. Chercher si deux gerbes réciproques données engendrent un 
ellipsoïde, un paraboloïde, un hyperboloïde ou une surface conique du 
second ordre. 

12. Une droite g et un point Gi se meuvent simultanément dans deux 
plans fixes de telle manière qu'ils soient toujoui-s vus sous un angle 
droit d'un point donné S situé en dehors de ces plans, et par conséquent 
que Sg soit perpendiculaire à SG",. Le plan gG, enveloppe aloi-s une 
surface du second ordre (II, pages 33 et 45). 

13. Une gerbe S et un système plan sont rapportés réciproquement 
l'un à l'autre ; par chaque droite de S on mène un plan parallèle au rayon 
correspondant de S et par chaque point de L un plan parallèle au plan 
correspondant de S ; tous ces plans enveloppent un paraboloïde qui est 
aussi tangent <à ^. 
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\i. Une gerbe S et un système plan ^ sont l'apportés coUinéairement 
entre eux ; par chaque point ou chaque rayon de 2 on mène un plan 
perpendiculaire à la droite ou au plan correspondant de S; tous ces 
pians enveloppent {comme dans iTt) un paraboloïde fpii est aussi tan- 
gent à 1 . 

'15, Deux gerbes coUinéaires renferment en général une infinité de 
couples de plans homologues qui se coupent nnrmalement; ces plans 
forment deux fjùsceaux de plans du second ordre. En effet, si du centre 
S de l'une, on abaisse des perpendiculaires sur les plans de l'autre, 
S devient îe centre de deux gerbes réciproques ; et tous les plans de S, 
passant par les normales qui leur correspondent, constituent l'un de ces 
faisceaux de plans du second ordre (II, page 71). 

16. Un hexagone gauche ABCDEF détermine un système polaire de 
t'espace dans lequel chaque sommet de i'hexagone a pour correspon- 
dant la face qui lui est opposée. En effet, si l'on rapporte deux espaces 2 
et \ réciproquement l'un à l'autre de telle sorte qu'aux points A,B,G, 
D,E de 2 correspondent respectivement les plans CDE, DEF, EFA, FAB, 
ABC de ï.^, aux points A,E et F de 2, correspondent respectivement les 
plans GDE ABC et BCD de S et les droites AB et DE se correspondent 
l'une à l'autie dune double mamèie LespIansABf ABE CDEetDEA 
forment par conséquent un tétraèdie dans lequel chaque fa e corres- 
pond doublement iu sommet oppose et les dpu\ sj stemes lénpir :juesi; 
et 2( sont en involution 

17. Déteimmer lespomts de contact de tjutes les tangentes jue l'on 
peut menei dun point queUonque a une suifice donnée du second 
ordre (II, page 42) 

18. Pai une dioite quelconque mener des plans tangents a une sur- 
face donnée du second ordie 

19. On donne une conique sur une surfice du sei )nd oïdie déter- 
miner le point d mteisection des pluis tangents a H suifite iu\ points 
de cette conique 

20. Les normales d une sulf^ce du second ordie qui lui sont per- 
pendiculaires sumnt les points dune cïuibe du second ordie, sont 
parallèles aux rayons dune suiface conique du second oidre Quelle 
exception subit le théorème quand le plan de la couibe pied des 
normales est un plan diimétiil de k surJice du second tidre ' 

li. ^tmt donnes une surface F duaecondoidieetun pomtfixe quel- 
conque U DU peut lappoi tel deu\ de \ ! lui i Iiuti les points de 
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l'espace qui sont conjugués par rapport à la surface F' et situés sur 
une même droite avec U. Tous les points d'un plan quelconque f qui ne 
passe pas par U ont alors pour correspondants les points d'une sur- 
face Fj' du second oidre Gefte surface F^' contient le point U et le 
pôle du plan ç et elle n i en commun avec la surface F' que les points 
de celle-ci qui sont contenus dans le plan ? ou le plan polaire de ('. 
(Voir I, page 103.) Si le plin ç pisse àl'infim, on voit que : 

22. Les points milieux de toutes les cordes que l'on peut mener d'un 
point quelconque U à une surface F^ du second ordre, sont situés sur 
une surface F,' du second ordre. Cette seconde surface passe par U et 
le centre de la surface F' et elle a en commun avec F* tous ses 
points à l'infini ainsi que les points de contact de toutes les tangentes 
que l'on peut mener de II à F^. La surface F,' contient aussi les 
centres de toutes les courbes du second ordre suivant lesquelles des 
plans passant par U coupent la surface F^ 

23. Gomnsent s'énonce le théorème réciproque de celui du n" 21 ? 

24. Couper une surface du second ordre par un plan de manière que 
la conique qui en résulte ait pour centre un point donné. 

25. Les plans de toutes les coniques situées sur une surface donnée 
du second ordre, et dont les centres sont sur une droite donnée, enve- 
loppent un cylindi'e parabolique. Quelles exceptions ce théorème peut- 
il présenter ? 

26. Le volume d'un tétraèdre dont deux couples de côtés opposés 
sont situés sur un paraioloïde hyperbolique est divisé en deux solides 
équivalents par cette surface. En effet, tout plan parallèle à deux des 
côtés opposés coupe le tétraèdre suivant un parallélogramme dont une 
diagonale est située sur le paraboloïde. 

27. Les sommets de tous les cônes circonsciits à un ellipsoïde, qui 
déterminent avec leur plan de contact un solide de volume donné, sont 
situés sur un ellipsoïde semblable, concentrique et semblablement placé. 
La démonstration de ce théorème, comme celle du précédent, s'obtient 
immédiatement en alliant l'ellipsoïde à une sphère. 

2f<. Le plus petit ellipsoïde qu'on puisse circonscrire à un tétraèdre 
est tangent, suivant les sommets de ce dernier, à. quatre plans parallèles 
aux faces opposées du tétraèdre. 

29. Deux systèmes plans réciproques 2 et 2, peuvent en général 
être amenés en situation involutive de quatre manières différentes. 

Désignons par C et C^ les centres de 2 et S, qui coiTespondent aux 
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droites à l'iiifini des deux systèmes ; ces points en généra! ne sont pas 
à l'infini. Au faisceau de rayons G de S correspond laponctuelleàrinfîni 
de Z^ et si nous la projetons de G,, nous obtenons un faisceau de rayons 
proj'ectif à G. Soient maintenant a,b les deux rayons normaux entre eux 
du fmsceau G, auxquels correspondent dans Gj deux rayons a„ b„ nor- 
maux entre eux (1, page 198) ; on peut amenei' les systèmes récipro- 
ques en situation involutive en plaçant simultanément a sur b, et b 
surrtj.En effet, dans cette situation, aux côtés du triangle impropre de^ 
formé par a,b et la droite à l'infini c-orrespondent les sommets qui leur 
sont opposés. (Voir II, page 72.) Si les deux centres G, G, sont à l'infini, 
le problème n'a généralement pas de solution. 

30. Placer en situation involutive deux gerbes réciproque» S,S^ 
dont les sommets ne sont pas à l'infini. 

Nous avons à chercher dans les gerbes réciproques deux trièdres 
homologues, par exemple, deux trièdres trirectangles, que l'on puisse 
supei"poser de telle sorte que chaque arête de l'un soit opposée à la face 
qui lui correspond dans l'autre. A cet effet, à chaque rayon de la gerbe 
S faisons correspondi'e le plan qui lui est normal, de manière que S 
devienne une gerbe polaire rectangulaire. En même temps, à chaque plan 
de S, correspondra par là même un rayon, de telle sorte que S, deviendra 
aussi une gerbe polaire; et deux rayons ou deux plans conjugués de S, 
auront respectivement pour correspondants deux plans ou deux rayons 
rectangulaires de S. La gerbe polaire S, a en général trois axes princi- 
paux a^,b^,c^ perpendiculaires entre eux ; comme ils sont conjugués 
deux à deux, ils ont pour correspondants dans la gerbe S trais plans a, 
&, Y normaux entre eux. Si maintenant on place les deux gerbes l'une 
sur l'autre, de telle manière que a^ coïncide avec fiy et b, avec y«. ce qui 
est possible de quatre manières, on obtient l'involution demandée. 
Ainsi le problème comporte en général quatre solutions ; il n'en a une 
infinité que si la gerbe S, a une infinité d'axes principaux. 

51 . Placer deux systèmes réciproques de l'espace, 2 et 2,, en situa- 
tion involutive. Soient C et G, les centres de S et 2,, c'est-à-dire les 
points qui coiTespondent aux plans à l'infini des deux systèmes. Si ces 
centres sont eux-mêmes à Tinfmi, le problème n'a en général aucune 
solution . Supposons que G et C, soient des points propres ; aux plans et 
aux rayons issus de G correspondent les points et les droites à l'infini 
de S[, et si on les projette de C^, les gerbes C et G^ sont rapportées réci- 
proquement l'une à l'autre. Si maintenant on amène œa gerbes en 
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KÏtLialion iiivolutîve, les espaces réciproques eux-mêmes seront placés 
eii situation involutive. Ce problème, comme le précédent, a donc en 
général quatre solutions. 

52. Sur une surface donnée du second ordre construh^e une coni- 
que de telle manière quelle ait pour foyer un point S arbitrairement 
choisi. 

Pour que le problème admette une solution, il faut que S ne soit 
pas sur la surface. Dans le système polaire plan dont la courbe double 
est la conique cherchée, les rayons conjugués de la gerbe S doivent 
être rectangulaires deux à deux. Dans la gerbe polaire S, dont les élé- 
ments conjugués deux à deux sont conjugués par rapport à la surface 
construisons le^ plans cycliques (I, page \Q2) ; ils ont chacun en 
commun avec la surface une conique réelle ou imaginaire, dont S est 
le foyer. Ce problème a donc en général deux solutions. 

Si la surface donnée du second ordre est un cône, nous pouvons 
résoudre le problème comme il suit. Joignons le point S avec le sommet 
du cône par une droite u ; les plans du faisceau w sont alors conjugués 
deux à deux par rapport à la surface. Le plan s de la conique cherchée 
doit passer par S et couper le faisceau involutif de plans u suivant un 
faisceau rectangulaire de rayons. Il n'existera pas de pareil plan, ou il 
y en aura deux, suivant que le faisceau de plans u aura ou n'aura pas 
de plans doubles et par conséquent suivant que S sei'a à l'extérieur ou 
à l'intérieur du cône. Dans le derniei' cas, les deux plans s sont faciles 
à construii'e si l'on l'emai'que qu'ils doivent être perpendiculaires à 
l'un des deux plans conjugués rectangulaires du faisceau u. Ils sont 
symétriques par rapport à la droite u et coïncident quand le faisceau 
de plans m est rectangulaire. 

55. Une surface du second ordre, à centre, est coupée suivant des 
cercles par deux faisceaux de plans parallèles. Kn effet, ces plans de 
sections circulaires sont parallèles aux deux plans diamétraux cycli- 
ques de la surface, dajis lesquels les diamètres conjugués sont perpen- 
diculaires deux à deux. On peut aussi démontrer un théorème semblable 
pour le paraboloïde elliptique. Les surfaces de révolution du second 
ordre n'ont qu'un seul système de cercles, dont les plans sont perpen- 
diculaires à l'axe de révolution. 

54. Mettre en perspective deux gerbes coUinéaires S, Si. Deux 
gerbes perspectives ont un faisceau de plans correspondant commun ; 
d'après cela, nous chercherons dans les gerbes données S, S, deux fais- 
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ceaux de plans liouiologues qui soient projectiveiiient égaux. \ cet effet, 
(uorame au n" 50) à chaque rayon faisons correspondre dans la gerbe S 
le plan qui lui est normal, de manière que S devienne une gerbe polaire 
rectangulmre et en même temps S, une gerbe polaire ; puis, dans la 
gerbe S,, déterminons les deux axes focaux u^,v,. Deux plans du fais- 
ceau Wi (ou îfj) perpendiculaires entre eux, sont alors conjugués dans la 
gerbe polaire S^ et ils ont par conséquent pour con-espondants deux 
plans conjugués (c'est-à-dire perpendiculaires entre eux) de la gerbe 
rectangulaire S. Soient donc a,&,Y,S quatre plans harmoniques de u et 
supposons que a soit normal à y de même que P à S ; ils ont pour cor- 
respondants dans la gerbe S, quatre plans a„ g,, y,, S, du faisceau m, en 
sorte que a, est nonnal à ■(, et g, à \. Les faisceaux homologues de 
plans u {a^i} et m, (a, ^, y,?!) sont par conséquent projectifs égaux et 
peuvent être placés l'un sur l'autre de telle manière que les quati'e 
plans a, p, Yï S coïncident avec leurs correspondants «i, ^, Yh ^i- 0>^7 
dans cette situation, les gerbes collinéaires S et S, sont perspectives 
et sont les projections d'un seul et même système plan. Le problème 
a quatre solutions, chacun des deux axes focaux u^, v^ en donnant 
deux. 

55. Si le sommet 8 d'une gerbe polaÏTe est situé sur une surface F- 
du second ordre, le plan qui réunit trois points Â,B,C de F^ , projetés 
de S suivant trois rayons conjugués de la gerbe polaire, passe par un 
point fixe'. Pour un rayon donné SA, on peut construire une infinité 
de couples de rayons SB et SG qui soient non seulement conjugués à SA 
dans la gerbe polaire, mais encore conjugués entre eux. Ces couples de 
rayons sont situés dans le plan polaire de SA et forment un faisceau 
involutif de rayons ; ils coupent la surface F* suivant deux points con- 
jugués B,C d'une conique involutive; par conséquent la droite BG qui 
réunit ces points passe par un seul et même point A^, et le plan 4BG 
par une droite XS",. Laissons fixe l'un SB des rayons conjugués à SA 
et changeons maintenant la position des points A et C ; le plan AfeC 
tourne autour d'une droite BB^ que l'on peut trouver eonmie on vient 
de le faire pour AA, ; cette droite BBi est située conirne AA, dans le 
plan ABG choisi primitivement et par conséquent coupe AA,. Je dis que 
chacune de ces droites AA, et BBj est aussi rencontrée par ie l'ayon t 



l. La démoQstratioa suivante de ce théorèi 
[Jain'TUil du Criile, t. LXIV, psg-: 70). 
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(le 3a gerbe S, dont le plan polaire est taiigeoL à la surface F* au 
poinl S. Car si, pai' exemple, nous laissons A fixe et si nous prenons 
le point B dans le plan A(, SC se trouve lui-iiièine dans le plan langent 
et le point G coïncide avec S ; le plaji ABC dans lequel se trouve aussi 
ÂÂ[ se confond donc avec A(, c'est-à-dire que AA, et ( sont contenus 
dans un même plan. Soient maintenant A et A' deux points absolumenl 
arbitraires de la surface F' et soit SB le rayon de la gerbe polaire S, 
qui a le plan S AA' pour plan polaire ; soit de plus A'A'j la droite issue 
du point A' analogue à AA, et BB^. ÂÂ^ et A'A', doivent couper chacune 
des droites BB, et ( ; et comme ces dernières sont situées dans un 
plan qui, en général, ne passe parles points A et A' arbitrairement 
choisis, il faut que ^X^ et A'A'^ aient pour point commun le point 
d'intersection de BB^ et de t. Le plan ABC passe donc toujours pai' un 
point déterminé, situé sur ( et qui ne change pt«i de position, quand 
on remplace le point A primitivement choisi pai' un autre point A' de 
la surface du second ordre. Comment s'énonce la proposition réci- 
proque? 

36. Soit S un point quelconque d'une surface du second ordre, le 
point qui réunit trois points de F' projetés de S suivant un trièdre 
trirectangle, passe par un point fixe. Ce point est situé sur la nonnalc 
menée en S à la surface F' (théorème 55). 

57. Les points, où trois plans tangents d'un paraboloïde se coupent 
rectangulairement, sont situés dans un même plan (ce théorème se 
déduit de la réciproque du n° 35). 

58. On donne deux surfaces du second ordre F' et F,^ qui «ont ou 
toutes les deux réglées ou toutes les deux non réglées et qui ne sont 
pas des cônes. On demande de les rapporter coUinéanement lune i 
l'autre de manière que trois points quelconques A,B,C de F^ lient poui 
correspondants trois points A,,B„G, ai'bitraii'emenl choisis ïiur F^* 
Nous supposons que ni A,B,C ni ApB^,C, ne sont sur une même dioite 
Pour résoudre le problème, nous devons rapporter les plans ABC et 
AjBjC, collinéairement l'un à l'autre de manière que les deux (ouibes 
du second ordre suivant lesquelles ils coupent F' et tj* se coiiespon 
dent l'une à l'autre et qu'en même temps A,,B,,C, correspondent à A,B,(j 
{U, page H). De plus, nous pouvons et devons faire coiiespondie deu\ 
points D,E de F^ dont les plans tangents se coupent sui\ant mie dioite 
quelconque du plan ABC aux deux points D,,E, de F,° dont les plans 
tangents passent par la droite correspondante du plan ^/ 1 Si nou-5 
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rapportons (leii\ espiuos S et S, collinéaircnicut l'un à l'autre, de 
manière qii aux points \,B,G,D,E de S correspondent les points A,,B^, 
C„Dj,li| de \, les surfaces F' et F,' sont des surfaces homologues de 
ces espaces cai à la surface F* correspond une surface qui a en com- 
mun avec F,' non seulement la conique de F,' qui passe par A|,B,,G, 
mïùs encore toutes celles de F,' qui passent parD^ et E^. Comme on 
peut échanger Dj et Ej entre eux, le problème a deux solutions. Une 
même surface du second ordi'e peut être rapportée coliinéairement à 
elle-même d'une infinité de manières. 



GAUCHES DU TKOISiÈME ORDRE ET CORRESPONDANCE GfiOMÉTRHjUK 
m: SECOND DKGBÉ. 

59. Un quadrilatère gauche variable se meut de telle manière que 
ses quatre côtés a,a^,a^,a^ pivotent respectivement autour des points 
fixes S,S,,Sg,Sjtandis que trois de ses sommets ««,,«,«j,flj«. se dépla- 
cent sur les plans fixes s^s^'^s- ^^ quatrième sommet aa^ décrit alors 
une courbe gauche du li-oisième ordre passant par S et S. (Il , page 99) ; 
les trois premiers sommets décrivent trois coniques et ces quat/« 
courbes passent par le point d'intersection des trois plans Si,tt,%. Il n'y 
a d'exceptions à ce théorème que quand les quatre points 8,S„Sj, S, sont 
situés dans un même plan, ou quand les trois pians Si,£s,€3 se coupent 
suivant une même droite. Comment s'énonce le théorème analogue 
pour un polygone à n sommets, variable dans l'espace? 

40. Trois faisceaux de plans u,u^,u^ sont rapportés entre eux de 
telle manièi'e que tout plan de w est perpendiculaire aux deux plans 
correspondants de w, et u^. Les points d'intei-section des plans homo- 
logues d^ faisceaux trois à troié sont situés sur une courbe gauche du 
ti'oisième ordre, dont les axes u,u^,it^ sont trois cordes (II, page 103). 
Quelle est l'exception qui se produit ([uand l'axe u fait un angle droit 
avec la direction de l'axe u, (ou Mj)? 

il. U y a au plus trois points d'où trois droites quelconques 
M,w,,Wj soient projetées suivant trois plans perpendiculaires entre eux. 

42. Une forme rectiligne m et un faisceau de plans m, sont rap- 
portés projectivement entre eux, mais leurs lieux ne sont pas perpen- 
diculaires. Si de chaque point de îj ou abaisse une perpendiculaire sur 



y Google 



COURBES GAUCHES DU TKOISIEMË OIÎUKE, 28^ 

le plan correspondant de m,, les pieds de toutes c«s perpendiculnii'es 
sont situés sur une courbe gauche du troisième ordre, dont les droites 
n et Uj sont des cordes (II, pages 105-104). On peut aussi trouver 
facilement pour cette courbe une corde impropre, située à l'infini; la 
courbe est donc une ellipse gauche. 

45.. Si les deux côtés d'un angle variable glissent le long de dou^: 
droites fixes, mms ne se rencontrant pas, et si en même temps 



son plan tourne autour d'une 
droite fixe, son sommet décrit une 
courbe du troisième ordre dont les 
cinq droites données sont des cor- 
<les(II, pages 102-105). 



son sommet parcourt une droite 
fixe, son plan déciît un faisceau 
de plans du troisième ordre, dont 
les cinq droites données sont des 
axes. 



La cuiquième droite ne doit rencontrer aucune des trois premières oL 
celles-ci ne doivent pas être situées sur un même système réglé. 

44. Constniire, au moyen de gerbes coUinéaires , une courbe 
gauche du troisième ordre dont on donne : 

1" Deux points et quatre cordes; 
2* Trois points et trois cordes ; 
5° Cinq points et une corde. 

45. En considérant une courbe gauche du troisième ordre comme 
l'intersection de deux surfaces coniques du second ordre, la construire 
connaissant : 

i" Six points, 

2° Cinq points et la tangente en l'un d'eux, 
."° Quatre points et les tangentes k deux d'enli'e eux, 
i" Trois points et leurs tangentes, 

5° Trois points et les tangentes et les plans osculateurs à deux d'entre 
eux. 

46. En considérant une courbe gauche du troisième ordre comme 
engendrée par trois faisceaux projectifs de plans du premier ordre, la 
rxmstruire connaissant : 

1" Trois points et trois cordes, 

2° Trois points, la tangente et le plan osculateur à l'un d'eux et 
deux cordes. 

47. Pour des positions particulières des éléments donnés, les 
trois derniers problèmes (M à 46) donnent lieu à des exceptions ou 

GKnSfÉTRIR IIK msrilf|r(, — II. 111 
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deviennent indéterminés. Pai- exemple, si l'on donne deux points et 
quatre cordes d'une courbe gauche du troisième ordre, la courbe dégé- 
nère, quand l'une des quati'e cordes rencontre les trois autres ou coupe 
la droite qui joint les deux points. La construction de la courbe est 
impossible ou indéterminée, quand par les deux points donnés on peut 
mener une droite qui coupe les trois cordes. Indiquer les cas d'excep- 
tion des problèmes depuis i-i jusqu'à 46. 

48. Énoncer et résoudre pour le faisceau de plans du troisième 
ordre les réciproques des problèmes de M à 46. 

49. Une courbe gauche du troisième ordre est projetée de tout 
point P qui lui est extérieur suivant une surface conique du troisième 
ordre qui a pour rayon double propre ou impropre la corde qui passe 
par P. Les tangentes de cette courbe gauche forment une surface du 
quatrième ordre (II, page 127); par conséquent cette surface conique 
est de quatrième classe. Tout plan osculateur de la courbe passant par P 
est un plan tangent stationnaire de la surface conique du troisième 
ordre. Il en existe au moins un et au plus trois; dans ce dernier cas, 
les trois rayons d'inflexion de la surface sont contenus dans un même 
plan (II, pages 112, H3). Si le point P est situé sur une tangente A la 
courbe gauche du troisième ordre, la surface a un rayon de rebrousse- 
ment suivant cette tangente. 

50. Deux triangles inscrits à une courbe gauche k" du traisième 
ordre sont projetés d'un point quelconque de Ir' suivant deux trièdres, 
inscrits à une même surface conique du second ordre et par consé- 
quent (I, pages 151, '152} circonscnts à une autre surface conique du 
second ordre. Il suit de là que : Une cubique gauche et un tétraèdi-e 
qui lui est inscrit sont coupés pai' un plan quelconque suivant un 
ti'iangle et un quadrilatère circonscrits à une courbe du second ordre. 

31. Si un heptagone simple 1254567 est inscrit à une cubique 
gauciie, ses c6tés coupent les faces qui leur sont opposées suivant les 
sonmiets d'un autre heptagone simple qui est en même temps circon- 
sci'it et inscrit au premier. Par exemple, les côtés 25, 54, 45 coupent 
i-espectivement les faces 567,671,712 en trois points situés dans un 
même plan avec 7. On le reconnaît immédiatement, quand on projette 
de 7 l'hexagone 125456 suivant un angle sexarète (de Pascal). 

52. L'axe principal du système focal déterminé par une courbe 
gauche du troisième ordre peut être appelé Vaxe principal de celle 
courbe gauche. Si l'on imprime à la courbe gauche une translation sui- 
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vaiit ta direction de cet axe principal ou une rotation autoui' de lui, le 
système focal qu'elle détermine ne change pas. La perpendiculaire 
abfùssée d'un point quelconque P de la courbe gauche sur l'axe piin- 
cipal est contenue dans le plan osculateur de P. Soit a la distance de 
l'axe principal à une tangente quelconque de la courbe gauche et a 
l'angle qu'il fait avec cette tangente ; le produit a tang a est constant. 

53. Beux cubiques gauches k" et A-,", qui ont cinq points com- 
muns, peuvent toujours être réunies par une surface réglée du secjDnd 
ordî'e. En effet, si de deux pomts de k^' on mène deux cordes à A^' et si 
l'on réunit ces dernières à !<:'■ par une surface du second ordre, cette 
dernière passe aussi par k^^, puisqu'elle a sept points communs avec 
elle (II, page 166). Si la surface est une surface réglée, l'un de .ses 
systèmes réglés se compose de cordes de k^ et l'autre de cordes de /.■,'. 

54. A nn pentagone gauche on peut circonscrire un nombre dou- 
blement infini de courbes gauches du troisième ordre. Par un poiui 
choisi arbitrairement, il passe une de ces courbes et une droite quel- 
conque de l'espace est une corde de l'une de ces courbes gauches. Un 
plan S, ne passant par aucun des sommets du pentagone, coupe toutea 
ces cubiques gauches suivant des triangles polaires d'un système po- 
laire plan. En effet, toute droite o de S est une corde de l'une ft" de 
ces courbes gauclies et peut être conjuguée ou rapportée au point \ 
de ^ suivant lequel A:"' est coupée pai' ï. en dehors de a ; et tout point H 
de 2 est situé sur lune de ces courbes k^' et peut être rapporté à la 
corde b de /;/', contenue dans i et ne passant pas par B. Si donc a 
pivote autour de li, A doit décrire la droite b, comme l'énonce le théo- 
rème; alors /;"' et A-," peuvent être réunies par une surface réglée du 
second ordre {n" 55) qui passe par a et b et qui contient aussi le point A. 
Si A est situé sur l'un des côtés du pentagone, k" se décompose en ce 
côté et en une conique contenue dans la face opposée de ce polygone. 
On déduit de là cette propriété de huit points d'une com-be gauche du 
troisième oïdie 

55. Une cubique gauche et les dix couple'^ d éléments opposés 
(côtés et faces) dun punttgone gauche qui lui est mstiit, sont coupés 
par un plan quelconque ne passant pat aucun des sommets de ce der- 
nier, sunant un tiiangle polaire et dix couples delemenîs conjugués 
d'un système poluie plan (II page 7')i 

56. Nous aiuveions à une autre piopiieté de huil points d'une 
cubique gau<he au moyen du théoième sui les huit points dintersec- 
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tien de trois surfaces du second ordre (II, page 166). Quand six de ces 
points sont pris à volonté sur une cubique gauche A"', le septième déter- 
mine complètement le huitième; ces deux derniers sont sur une même 
corde s de /c*. Comme s peut être réuni à k" pai" un faisceau de F^, 
s sera coupée par une surface quelconque du second ordre, menée par 
les six points, suivant un couple de points qui constitue avec ies six 
premiers les huit points d'intersection de trois surfaces du second ordre. 
Mfûs tous ces couples de points appartiennent à la ponctuelle involutive 
suivant laquelle s est coupée par un faisceau de F* passant par les six 
points (II, page 175). Entre autres théorèmes, on déduit de là le sui- 
vant : Les dix couples de plans opposés d'un hexagone inscrit à une 
cubique gauche k' sont coupés par une corde quelconque de k^ suivant 
dix couples de points d'une ponctuelle involutive dans laquelle les deux 
points d'intersection de k* et de sa corde sont aussi conjugués tun à 
Vautre. Ce théorème rappelle celui de Desargues (I, page 155), 

57. Quand les deux systèmes réciproques sont situés dans le même 
plan, mais ne sont pas en involution, à tout point P du plan corres- 
pondent deux droites, dont le point d'intersection P, peut être con- 
jugué au point P. Si P décrit une droite, le point conjugué P, décrit en 
général une courbe du second ordre. Entre les systèmes de points P 
et P, il existe une correspondance géométrique du second degré et ces 
systèmes sont en involution. On démontre que les différentes droites 
PP, qui réunissent deux à deux les points conjugués se coupent en un 
point principal et sont conjuguées à elles-mêmes. 

58. Quand il s'agit d'établir une correspondance géométrique du 
second degré entre deux systèmes plans S et Sj, on peut non seulement 
faire correspondre entre eux deux triangles propres de ces systèmes 
pris comme triangles fondamentaux ou principaux (c'est-à-dire faire 
correspondre entre eux leurs sommets pris comme points principaux), 
mais on peut encore prendre arbitrairement dans 2, le con-espondant A, 
d'un point quelconque A de S. De cette manière, à tout point P de S 
correspond un point déterminé P, de 2:, (II, pages 155 à 158). 

59. Si l'on circonscrit à un triangle toutes les coniques qui touchent 
une droite donnée, ou une conique passant par deux des sommets du 
triangle, ou une courbe du troisième ordre passant par deux sommets 
du triangle et ayant le troisième comme point double, ou enfin mie 
courbe du quatrième prdre ayant pour point double chacun des som- 
mets du triangle, deux quelconques de ces coniques sont coupées pro- 
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jectiveoient par toutes les. autres. En effet, si l'on rapporte géométri- 
quement le pian des coniques à un autre système plan de telle manière 
que les trois points principaux du plan coïncident avec les sommets du 
triangle, les coniques ont pour correspondantes les tangentes d'une 
courbe du second ordre. 

60. Cinq coniques sont circonscrites à un triangle UVW; quatre sont 
données et la cinquième, doit satisfaire à la condition de couper encore 
les quatre premières en quatre points harmoniques; elle enveloppe en 
général une certaine courbe du quatrième ordre, qui est aussi tangente 
aux quatre premières coniques et qui a les sommets du triangle UVW 
pour points doubles (N° 59). 

61 . Quand il existe entre deux sytèmes plans S et "^^ une correspon- 
dance géométrique du second degré, on peut facilement distinguer les 
droites de Z, auxquelles coirespondent des ellipses dans I,^ de celles 
auxquelles correspondent des paraboles ou des hyperboles. On cberche 
dans S la conique 5 qui correspond à la droite à l'infini Sj de 2^. Une 
droite quelconque de 3 de 2 aura pour correspondante dans 2, une 
ellipse, une parabole ou une hyperbole suivant qu'elle ne rencontrera 
pas o ou qu'elle aura avec elle un un deu\ points réels communs. 

62. Toute courbe du second ordre, inscrite dans le triangle fonda- 
mental d'un système plan S en correspondance quadratique avec un 
autre système plan 2,, a pour correspondante dans ce dernier une 
courbe du quatrième ordre qui a pour points de rebroussement les 
trois points principaux de ;c^. Les tangentes à ces trois points de re- 
broussement se coupent en un point , quelles sont alors les trois droites 
qui leur correspondent dans S? 

65. Si l'on admet qu'en généra! une courbe de l'ordre n a au plus 
2 n points communs avec une conique, on peut facilement en déduire la 
démonstration du théorème suivant : Toute courbe d'ordre n d'un 
système plan 2 a pour correspondante une courbe d'ordre 2n dans un 
système 2j en correspondance quadratique avec S. Si la première 
courbe pi^se une ou plusieurs ibis par un point principal de 2, la 
deuxième contient ce même nombre de fois la ligne principale corres- 
pondante de 2, et se décompose par conséquent en cette droite et une 
courbe d'ordre moindre. 

64. Lorsque deux plans en correspondance quadratique ont tous les 
points de leur droite d'intersection comme éléments correspondants 
communs, cette droite renferme aussi deux points principaux conju- 
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gués l'un à l'autre des plans (II, page 136}. Les droites qui réunis- 
sent les points con'espondants seront alors coupées par les deux droites 
qui réunissent les uns aux autres les deux autres couples de points 
principaux. Ce cas particulier de la correspondance géométrique a été 
étudié par Steiner avec son talent habituel {System. Entwickelung, 
pages 251 à 295). 



F.VISCE.iUX , GEBUF.S Eï ilÉSE.^UX DE COMPLEXES LIKÉ.ilHES. 
GÉNÉn\TIO>" PIlOJEfiTlVE DES COMPLEXES QUADRATIQUES. 

6.T. Deux éléments sont dits conjugués l'un à Vautre par rapport n 
un complexe linéaire de rayons, quand ils sont conjugués l'un à l'au- 
tre dans le système focal dont les directrices constituent le complexe. 
Tout point a pour conjugué par rapport au complexe son plan focal, 
qui passe par lui, et tout plan son foyer. Une droite est conjuguée à 
elle-même ou à une autre droite, suivant qu'elle fait ou non partie du- 
complexe linéaire. 

66- Un faisceau de complexes se compose de tous les complexes 
linéaires qui passent par un même système de rayons de premier 
ordre et de première classe ; ce système de rayons est appelé le lieu ou 
support du faisceau de complexes. Par quatre rayons quelconques, qui 
ne sont pas situés sur une même surface du second ordre ou de seconde 
classe, passe un faisceau de complexes déterminé ; les quatre rayons 
en déterminent le lieu. Par un rayon quelconque qui n'appartient pas à 
tous les complexes du réseau, il passe toujours un seul de ces com- 
plexes et rien qu'un. 

67. Un faisceau de complexes est déterminé par deux de ses com- 
plexes linéaires. Les deux axes de son lieu sont conjugués l'un à l'au- 
tre par rapport à chacun de ses complexes ; ils sont les axes de deux 
complexes singuliers du réseau. Chacun de ces complexes se compose 
de toutes les droites qui coupent l'un des deux axes. 

68. Une droite g qui n'appartient pas au lieu du fîùsceau de com- 
plexes et ne coupe pas l'un des axes de ce lieu, a pour conjugués par 
rapport aux complexes du faisceau les rayons d'un système réglé R qui 
passe par g et par les deux axes du lieu. En effet, tous les rayons du 
lieu, qui coupent g, sont situfe dans un même système réglé (11, page 89) 
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dont R est le système directeur. Comme un complexe linéaire est dé- 
terminé par un de ses rayons et deux droites conjuguées, chaque rayon 
du système réglé R est conjugué à la droite (/par rapport à un complexe 
du faisceau. — Par rapport à un complexe singulier, une droite quel- 
conque g est conjuguée à l'axe de ce complexe. 

69. Les plans focaux de deux points quelconques de la droite g for- 
ment deux faisceaux de plans du premier ordre perspectifs au système 
réglé R et projectifs entre eux; et les foyers par rapport aux complexes 
linéaires de deux plans passant par g forment deux ponctuelles du pre- 
mier ordre perspectives à R et projectives entre elles. De !à ce 
théorème : 

70. Les plans focaux de points quelconques par rapport à tous les 
complexes d'un faisceau forment des faisceaux de plans et les foyers de 
plans quelconques constituent des ponctuelles du premier ordre, qui 
sont rapportées projectivement entre elles par le faisceau de com- 
plexes. Ces formes sont également projectives aux systèmes réglés 
qui sont conjugués (N" 68) à des droites quelconques par rapport 
au faisceau de complexes. — Nous dirons que chaque forme élé- 
mentaire, qui est projective à l'un de ces faisceaux de plans ou à 
l'une de ces ponctuelles, est rapportée projectivement au faisceau de 
complexes. 

71. Tous les plaiîs focaux d'un point, situé sur un axe du lieu du. 
faisceau de complexes, coïncident et il en est de même des foyers d'un 
plan passant par l'un des deux axes du lieu. Le théorème précédent 
subit donc des exceptions pour les points situés sur ces deiix axes et 
pour les plans passant par eux. Quand une droite g coupe l'un de ces 
axes, elle a pour con^espondanls par rapport aux complexes du faisceau 
les rayons d'un faisceau ordinaire de rayons ; ce dernier est projectif au 
fiùsceau de complexes, son centre est situé sur l'autre axe du lieu dans 
le plan réunissant le premier axe avec g et son plan est conjugué au 
point d'intersection de g et de ce premier axe. 

7'2. Deux faisceaux projectifs de complexes engendi'ent un complexe 
de rayons du second degré; ce complexe renfenne chacun des rayons 
commmis à deux complexes homologues des faisceaux et peut d'après 
cela être décrit par un système de rayons de premier ordre et de pre- 
mière classe. Tous les rayons de ce complexe quadratique, qui pas- 
sent par un même point P arbitraire, forment une surface conique (un 
cône du complexé) du second ordre ; elle est engendrée par les plans 
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focaux qui sont conjugués au point P {N" 70) par rapport aux deux 
faisceaux des complexes. Tous les rayons du complexe quadratique, 
situés dans un même plan arbitraire, forment un faisceau de rayons 
du second ordre; ce fïùsceau est engendré par les deux ponctuelles for- 
mées des foyers conjugués au pîan. 

75. Le complexe quadratique passe par les lieux des deux faisceaux 
de complexes qui l'engendrent, parce que chacun des rayons de ces 
lieux est situé dans deux complexes homologues des ffùsceaux. On peut 
démontrer (voir N° 90) que le complexe quadratique contient deux 
systèmes de rayons ou congruences de premier ordre et de première 
classe, tout comme une surface réglée renferme deux systèmes de 
droites, et que chacune de ces congruences peut être engendrée par 
deux faisceaux projectifs de complexes dont les lieux sont deux con- 
gruences quelconques de rayons de l'auti-e système. L'axe d'un com- 
plexe singulier de l'un des faisceaux constitue, avec la droite qui lui est, 
est conjuguée par rapport au complexe correspondant de l'autre fais- 
ceau, le couple d'axes de la congruence suivant laquelle les deux com- 
plexes homologues se pénètrent mutuellement. Tous les points d'un de 
ces axes sont des points singuliers du complexe quadratique, c'est-à* 
dire que !eui*s cènes du complexe se décomposent chacun en deux fais- 
ceaux de rayons du premier ordre; et tous les plans passant par ces 
axes sont des plans singuliers du complexe quadratique, parce que les 
rayons qu'ils contiennent forment deux faisceaux ordinaires de rayons. 
Le lieu de tous les points et plans singuliers du complexe quadratique 
est d'après cela en même temps le lieu des axes de toutes les con- 
gruences de premier ordre et de première classe comprises dans le com- 
plexe; par suite, c'est une surface réglée. Nous montrerons plus loin 
(N" 85) que cette surface est de quatrième ordre et de quatrième classe. 
A chaque axe situé sur elle sont conjugués deux autres axes; par ces 
derniers passent les plans des deux faisceaux de rayons suivant les- 
quels se décompose le cône du complexe d'un point quelconque de cet 
axe. — Le complexe tetraédral n'est qu'un cas particulier de ce com- 
plexe quadratique. 

74. Trois complexes linéaii-es, qui ne sont pas situés dans un même 
fiiiscean de complexes, ont en généra! un système réglé commun, ou, 
pour une situation relative particulière, deux faisceaux ordinaires de 
rayons communs. En effet, s'ils ont trois rayons quelconques a, b, c 
communs, ils passent par tous les rayons du système réglé a b c, ou 
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bien, quand aetb se coupent, iîspassent par tous les rayons du faisceau 
a 6 et par ceux du second faisceau de rayons du premier ordre qui 
réunit un rayon du premier avec c (II, pages 88-89). Trois complexes 
n'ont donc deux fiùsceaux de rayons communs que si les axes des deux 
congruences, suivant lesquelles l'un quelconque d'entre eux rencontre 
les deux autres, se coupent deux à deux. D'une manière générale, si 
l'une de ces congruences a deux axes réels w, v, les complexes passent 
par tous les rayons qui coupent ii et v et appartiennent au troisième 
complexe ; de là on déduit à nouveau le théorème. C'est seulement 
quand ces axes sont imaginaires, qu'il est possible que les trois com- 
plexes n'aient aucun rayon réel commun. 

75. Quand trois complexes linéaires quelconques ont un rayon réel / 
commun, ils ont encore une infinité de rayons communs. Pour le dé- 
montrer, menons pai' / deux plans a et ? et rapportons perspective- 
ment à a les deux congruences suivant lesquelles le premier des trois 
complexes rencontre les deux autres. Ces deux congraences de premier 
ordre et de première classe sont donc aussi perspectives à la gerbe A, 
qui est conjuguée au système plan a par rapport à ce premier com- 
plexe et qui contient le rayon l. Elles seront coupées par a et ^, suivant 
deux systèmes plans collinéaires entre eux {II, page 89), qui ont comme 
éléments correspondants communs une gerbe A et par conséquent aussi 
une ponctuelle a; et chaque rayon d'une des congruences, qui ren- 
contre la droite a, est aussi situé sur l'autre et est un rayon commun 
aux trois complexes. 

76. Un complexe linéaire n'a pas de rayons communs avec une con- 
gruence de premier ordre et de première classe, ou bien il a en com- 
mun avec elle un système réglé ou deux faisceaux ordinaires de rayons, 
quand il ne passe pas par tous les rayons de la conginjence. Quatre 
complexes linéaires, ou deux congruences de premier ordre et de i)re- 
mière classe, ou un complexe linéaire et un système réglé ont en géné- 
ral au plus deux rayons communs (N° 74). 

77. Trois complexes linéaires, n'appartenant pas à un même fais- 
ceau de complexes, déterminent une gerbe de complexes, qui passe pai' 
eux. Elle comprend le faisceau de. complexes qui réunit deux quelcon- 
ques des trois complexes, et chaque complexe linéaire qui est situé 
dans un même faisceau de complexes avec l'un des complexes du fais- 
ceau précédent et le troisième complexe donné. Nous attribuons aussi 
à la gerbe de complexes toutes les congruences de premier ordre et de 
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première classe suivant lesquelles deux complexes quelconques de la 
gerbe se pénètrent. Le lieu de la gerbe de complexes est en général un 
système réglé réel ou imaginaire, par lequel passent tous les complexes 
et toutes les congruences du faisceau; dans des cas particuliers, i! se 
compose de deux faisceaux de rayons du premier ordre. Les direc- 
trices du lieu sont les axes des complexes singuliers du faisceau. 

78. Une droite g, qui n'appartient pas au lieu de la gerbe de com- 
plexes et qui n'en est pas une directrice, a pour conjugués, par rap- 
port aux complexes de la gerbe, les rayons d'une congruence (ou sys- 
tème de rayons) de premier oi-dre et de première classe. Cette congruence 
passe par g et pai' les trois droites qui sont conjuguées à g par rappoi't 
aux trois complexes choisis en commençant {n" 68) ; et elle est déterminée 
par ces quatre di'oites ou par quatre autres quelconques de ses rayons 
(II, page 90K Par rapport à tous les complexes de la gerbe, les foyers 
de deux pians quelconques menés par g constituent deux systèmes 
plans perspectifs à la congruence et par conséquent collinéaires entre 
eux ; de même, les plans focaux de points quelconques de g forment des 
gerbes collinéaires qui sont perspectives à la congruence. On déduit de 
là ce théorème : 

79. Les foyers de plans quelconques pai" rapport à tous les com- 
plexes d'une gerbe forment des systèmes plans, et les plans focaux de 
pouits quelconques constituent des gerbes qui sont rapportées projec- 
tivement, c'est-à-dire collinéairement ou réciproquement entre elles. 
Ces formes sont aussi projectives aux congruences de premier oi"dre et 
de première classe qui sont conjuguées à des droites quelconques par 
rapport à la gerbe de complexes. Toute fonne de seconde espèce qui est 
projecfive à l'un de ces système plans ou à l'une de ces gerbes, sera 
dite projective à la gerbe de complexes. 

SO Le sj&tème plan fumé des fo\ei'î dun plin quel nqup estnp 
poite piojectivement a h gerbe de complixt-sde telle minn^iequa 
ch cun de ses pomts (orre pond un complexe de U geibe à chaque 
ponctuelle du piemiei oïdie un fiisceau de complexes el a th^nue 
dioite considérée comme lieu dun pon tuelle une congiupii e de h 
gerb considéiée comme heu du fais fau coirespondant de corn 
plexe^ 

Un droite quelconque du plan laittoujouis pnrtie le la rongiuen e 
qui lui cone'ipcnd dans la ^erbe de uîinpiexes et deux plans quelc n 
que^ smt (.omme précédemment iippoites collméaii ement I un a 
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['autre quand les deux rayons, qui leur aont communs avec une coii- 
gruence de la gerbe de complexes, sont conjugués l'un à l'autre. 

81. La gerbe de complexes contient (n" 80) tous les faisceaux de com- 
plexes qui passent chacun par deux de ses complexes; elle est aussi 
bien déterminée par trois quelconques de ses complexes, ne faisant pas 
partie d'un même faisceau, que par les trois complexes primitifs ; deux 
de ses fïùsceaux de complexes ont toujours un complexe commun et 
deux de ses congruences peuvent toujours être réunies par un complexe 
linéaire. Par chaque rayon de l'espace, il passe une congruence de la 
gerbe ; par deux rayons quelconques, il passe un complexe de la gerbe, 
et en général ce denner est complètement déterminé par les deux 
rayons. 

82. Les pointa ou plans, conjugués à des points ou plans quelcon- 
ques par rapport aux congruences contenues dans une gerbe de com- 
plexes, forment respectivement des systèmes plans ou des gerbes col- 
linéaires. Pour abréger, nous ne donnerons pas la démonstration de ce 
théorème. 

85. Deux gerbes de complexes sont dites réciproques, quand par 
rapport à elles un plan, et par conséquent (n° 79) tous les plans, ont 
pour conjugués deux systèmes réciproques de foyers et quand par suite 
tout point a pour conjuguées deux gerbes réciproques de plans focaux. 
A tout complexe de l'une des gerbes de complexes correspond donc 
une congruence de premier ordre et de première classe dans l'autre ; 
tout faisceau de complexes, passant par une congruence de l'une des 
gerbes, a pour coiTespondant un faisceau de congruences situé dans le 
complexe correspondant de l'autre. 

84. Deux gerbes réciproques de complexes engendrent un complexe 
du second degré'. Ce complexe quadratique passe par chaque rayon 
commun à un complexe de l'une des gerbes et à la congruence corres- 
pondante de l'autre ; il passe donc aussi par les lieux des gerbes réci- 
proques de complexes et peut être décrit par un système réglé. Tous les 
rayons du complexe quadratique, situés dans un plan quelconque, for- 
ment un faisceau de rayons du second ordre (II, page 71) et tous ses 



1. M. Frédéric Scliur a démontré le iircraier dans sa tlièse doctorale {Geomelrische Un- 
lersiic/iunffcn iiber Slralitencomptexe l und 2 Grades, Borlin, 1879), que tout complese 
quadratique peut Être engendré d'une infinité de manièros par deux gerbes réciproques de 
complexes. 
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rayons issus d'un même point constituent une surface conique du 
second ordre, c'est le cône du complexe du point. Les points et plans 
singuliers du complexe quadratique sont ceux dont les cônes du com- 
plexe ou les faisceaux de rayons du complexe se décomposent en deux 
faisceaux ordinaires de rayons. 

85. Par une droite quelconque g, il passe en général quatre plans 
singuliers au plus, et cette droite contient en général, et au plus, quatre 
points singuliers du complexe quadratique. En effet, les cônes du 
complexe de trois points quelconques de la droite g se coupent en géné- 
ral en huit points au plus ; les plans qui réunissent ces huit points avec 
g sont des pîans singuliers du complexe quadratique parce que, parmi 
les rayons du complexe qu'ils contiennent, trois passent par chacun de 
ces points et ils coïncident deux à deux, parce qu'un plan singulier ren- 
ferme deux faisceaux de rayons du complexe. On démontre d'une ma- 
nière analogue la seconde partie du théorème. 

86. Quatre complexes linéaires, non situés dans une même gerbe de 
complexes, déterminent un réseau de eomplexes qui passe par eux. 
A ce réseau appartient la gerbe de complexes, qui réunit trois quelcon- 
ques des quatre complexes, ainsi que tout complexe linéaire qui est situé 
dans une même gerbe de complexes avec deux complexes de la 
gerbe précédente et le quatrième complexe donné. Nous attribuons 
en outre à ce réseau de complexes toutes les congraences et tous 
les systèmes réglés suivant lesquels se rencontrent respectivement 
deux ou trois complexes quelconques du réseau. Si les quatre 
premiers complexes ont deux rayons communs, le réseau de eomplexes 
se compose de tous les complexes linéaires, systèmes réglés et con- 
gruences de premier ordre et de premièreclasse, qui passent par ces deux 
rayons. Ces rayons constituent le Heu du réseau de complexes; quand 
ils se coupent, ce réseau est singulier et a pour lieu le faisceau de rayons 
du premier ordre qui passe par eux. 

87. Le réseau de complexes contient (n" 86) tous les faisceaux de 
complexes qui sont déterminés par deux de ses complexes et toutes les 
gerbes qui sont déterminées par trois d'entre eux ; il est aussi bien 
détei-miné par quatre quelconques de ses complexes, n'appartenant pas 
aune même gerbe, que par les quatre cdmplexes primitifs. Deux ou 
trois gerbes quelconques de complexes du réseau ont toujours respec- 
tivement en commun un faisceau de complexes ou un complexe linéaire : 
ce dernier passe par les lieux des trois gerbes. Par «nséquent, trois 
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systèmes réglés quelconques du réseau peuvent être réunis pai- un de 
ses complexes linéaires. Par chaque rayon de l'espace, il passe uo sys- 
tème réglé du réseau ; deux rayons quelconques peuvent être réunis par 
une coogmence et trois par un complexe du réseau, qui, en général, 
est complètement déterminé par les trois rayons. _ 

8S, Une droite g, n'ayant aucun point commun avec le lieu du réseau, 
a pour conjugués, par rapport aux complexes de ce réseau, les rayons 
d'un complexe linéaire ; ce dernier passe par g et il est déterminé par 
g et par ies quatre droites conjuguées à g par rapport à quatre com- 
plexes quelconques du réseau (II, page 82 ; voir n" 78). Les deux com- 
plexes linécùres, qui sont conjugués à deux droites quelconques par 
rapport au réseau, ont en commun les axes de tous les complexes sin- 
guliers du réseau {n° 68) ; ces axes constituent donc une congruence de 
premier ordre et de première classe et le lieu du réseau de complexes 
se (impose des deux axes réels ou imaginaii'es de cette congruence. On 
voit en même temps que : quatre complexes linéaires ont en général 
deux rayons communs, réels ou imaginaires, 

89. Le réseau de complexes peut être rapporté collinéairement à un 
système 2 de l'espace de telle manière qu'à chacun de ses complexes 
corresponde un plandeï;,àchaque faisceau de complexes un faisceau de 
plans du premier ordre, et à chaque gerbe de complexes et à son lieu 
une gerbe et son sommet. On peut, pour y arriver, rapporter projecti- 
vement en suivant la marche indiquée ci-dessus (n" 79) deux gerbes du 
réseau à dpux gerbes de 2, de manière qu'à tout complexe commun aux 
deux premièies corresponde un point commun aux deux secondes; la 
collméation se tiouve ainsi établie d'une manière bien définie. (Voir II, 
page 2'i) Le complexe linéaire qui est, par rapport au réseau de com- 
plexes, le conjugué d'une droite quelconque g, se trouve aussi par ce 
moyen rappoité projectivement à S ; ainsi à chacun de ses rayons cor- 
respond un plin de S et réciproquement; toutefois le rayon 3a pour 
coiiespondantb tous les plans d'un faisceau de plans de 2. 

90 A tout plan de 2 correspond dans le réseau de complexes un 
complexe Iméine, à toute droite de 2 une congruence de premier ordi'e 
et de ptemieie clisse, et en général à un point quelconque de S un sys- 
tème léglé Tous les systèmes réglés du réseau, qui correspondent aux 
pomtsdune^uificedu second ordre de S, sont situés dans un complexe 
quidiatique La surface peut, comme on le sait, être engendrée par des 
geibes léiipioques; d'une manière analogue, ce complexe quadratique 
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|ïeut être engendré par des gerbes réciproques de complexes. Les deux 
rayons, communs aux comple\esde ce léseau, sont des rayons doubles 
du complexe quadratique. Le uimple\e quadiatiqup (n" 72) engendré 
par deux faisceaux projectifs de complexes appartient encore à cette 
catégorie; car deux fjûsceaux de compli-\es peu\pr]ttoujours être réunis 
par ml réseau de complexes. 

Les complexes singuliers du réseau ont pour correspondants dans le 
système S de l'espace les plans tangents d'une surface de secjjnde 
classe, pai'ce que en général un faisceau de complexes renferme au piui; 
deux complexes singulière (n° 67). 



RÉSEAU DE SliBEACES DU SECONn ORDRE. SURFACES DU QUATRIÈMfi ORDRE. 

91. Nous empruntons à la géométrie analytique le théorème suivant 
dont nous ne connaissons pas de démonstration synthétique simple : 
Quand une courbe du quatrième ordre a plus de huit points communs 
avec une conique, elle se décompose en cette conique et en une autre 
conique. 

Nous imaginerons que le réseau de F^ dont il va être question dans 
les numéros suivants, soit rapporté projectivement à un système de 
l'espace Si, d'après la manière indiquée précédemment (II, page 255). 

92. Une conique du réseau I,, de F', a pour correspondante dans 
le système Hi de l'espace, soit une courbe plane du quatrième ordre 
//, page 2591, soit une courbe gauche du quatrième ordre et de 
seconde espèce {voir II, page 244). En effet, cette courbe a au plus 
quatre points communs avec un pian quelconque de 2, parce que la 
surface du réseau de V qui con'espoud à la conique coupe la conique 
en quatre points au plus. Dans le cas où la courbe est gauche, pai- neuf 
quelconques de ses points menons une surface L,* du second ordre ; il 
lui correspond dans S une surface L' du quatrième ordre; et comme 
cette dernière ne peut avoir avec la coaique plus de huit points com- 
coramuns, elle sera coupée par le plan suivant cette conique et suivant 
une deuxième conique. Par la courbe gauche du quatrième oi'dre il ne 
passe donc que cette surface de L,* du second ordre; elle coupe la sur- 
face de Steiaier de 2^ qui correspond au plan des deux coniques, 
suivant uue seconde courbe gauche du quatrième ordre et de seconde 
espèce. 
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95, A une conique de l'espace 2, correspond dans îe réseau S^ de h"' 
une courbe gauche du huitième ordre par laquelle passe une surface du 
réseau. En effet, toute surface de Steiner de Si, qui correspond à un 
plan de S, a au plus huit points communs avec la conique, quand cette 
dernière n'est pas contenue tout entière snr la surface (n° 91). 

94. A une surface du quatrième ordre de S, eoirespond dans le 
réseau 2 de P' une surface du huitième ordre; une surface du seamci 
ordre de S a pour correspondante dans 2, une surface de huitième ordi'e 
ou un plan. 

95. Aux points d'une droite quelconque du réseau 2 sont associés 
(n' 93) les points d'une courbe gauche du septième ordre, qui jieut 
être réunie à la droite par une surface du second ordre. Cependant 
si la droite est un luyon principal de 2, ses points sont asso- 
ciés à une courbe gauche du troisième ordre, dont k droite est une 
corde. 

96. Les points d'un plan quelconque ont pour associés dans le 
réseau S de F' une surface du septième ordre (n° 94). La surface pj^ss 
par tous les rayons prinâpaux du plan (dont il existe au moins mi et 
au plus trois, d'après la page 259) et elle se coupe elle-même suivant les 
courbes gauches du troisième ordre, qui sont associées à ces rayons 
principaux. Elle renferme un nombre doublement infini de couriies 
gauclies du septième ordre (n° 95) ; ces dernières sont situées deux à 
deux sur des surfaces du second ordre qui sont coupées chacune par 
le plan donné suivant deux droites. Le plan donné est coupé par la sur- 
face nodale du réseau suivant une courbe du quatrième ordi'e, égale- 
ment contenue sur la surface du septième ordre; car chaque point de 
la surface nodale coïncide avec l'un de ses associés, 

97. Tous les points d'un plan, qui possèdent des points associés dans 
un deuxième plan donné, sont situés sur une courbe du septième ordip 
(n" 95 ou ,96). 

98. Si. comme nous allons le supposer à présent, les surfaces dit 
réseau S de F^ ont un point A commun, aux points d'une droite passani 
par A sont associés les points d'une courbe gauche du troisième ordre, 
dont la droite est une corde ; de même à un plan ç passant par A est 
associée une surface du cinquième ordre, qui peut être décrite par une 
courbe gauche du troisième ordre. Cette surface du cinquième ordre a 
en comnmn avec le plan ? son rayon principal u ne passant pas par A 
ainsi que sa ligne d'intersection avec la surface nodale K'du réseau; eliu 
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passe deux fois par la courbe gauciie du troisième ortire assonifie au 
rayon principal u et contient aussi le point A. 

99. A une surface Li"* du second ordre de S, correspond dans le 
réseau de surfaces 2 une surface L* du quatrième ordre, dont A est un 
point double. Dana ce point double A, la siu'face L' a une infinité de 
pians tangents, qui enveloppent une surface conique du second ordre, 
)nr( p que (d'après II, page 263) ils ont pour éléments correspondants 
dins le plan a.^ les tangentes de la conique commune à L^* et «j. Si cette 
conique dégénère en deux droites, le point double est fnplanaire et n'a 
que deux plans tangents. 

100. Dansce qui suit, nous ferons un fréquent usage de ce théorème : 
Quand deux surfaces du second ordre se coupent suivant une courbe 
V du second otd^e tout> lewi auhes points contmu is sont s)(j esawr 
une deuxième conique En effet s il existe d autres points communs 
que ceux de ^i' joignons trois d entre eux ABC par un plan Ce plan 
coupe r suivant une dioite qui e^t tangentt a r ou dont les piijits 
sont accouplés imoluli\ement pal r et conséqi eminent pir chacune 
des deu\ smfaees du second oidre Dans le piemier cas le théorème 
résulte de la page 78 dans le second de Ii page 18b de la piemière 
partie Li sei jnde conique comme du leste aussi la première 15 peut 
se décomposer en deux droites ou se réduire à une droite unique 

101 Considéions encoie le cas piiticuliei du reseau 1 de F dans 
lequel toutes les sui faces ont en commun cmq points d une conique -ij' 
et p'ii conséquent touslespoints de cettecouibe En faisant abstraction 
de la conique ï]' une dioite quelconque du système 2i de 1 espace n'a 
poui cori espondante qu une conique de S et un point Sj seulement deux 
points associés de S (n° 100). Soit de plus Yj le point de 2^ qui corres- 
pond à lui point quelconque de s situé dans le même plan que r^; à Y^ 
doivent correspondre tous les points du plan ï]^ En effet, à tout plan de 
Si passant par Y, il correspond dans 2 une surface du second ordi'e, qui 
se décompose dans le plan r,' et un second plan. A toute droite s, pas- 
sant par Y, ne correspond donc, abstraction faite du plan de v]', qu'un 
seul rayon principal s de 2, dont les points sont associés deux à deux 
et conséquemment accouplés involutivêment, et deux de ces rayons 
principaux sont situés dans un même plan, auquel correspond un plan 
passant par Y^. 

102. Les différents rayons principaux s du réseau 2, qui correspon- 
dent aux rayons issus du point Yj, se coupent en un seul et même point 



y Google 



; Di: SKIIOND I 



V. En effet, ils se coupent deux à deux, sans être cependant coiileims 
toiia dans un même plan. Les deux gerbes Y et Y( qui se coiTespondent 
sont rapportées collinéairement l'une à l'autre ; le point Y correspond 
au point Yi et par conséquent est associé à chaque point du plan r,-. 

103. Par le point Y passe le plan de chaque conique y' ([ui corres- 
pond k une droite quelconque g, du système S, de respa<!e. Il s'en- 
suit que : quand quatre surfaces du second ordre ont une conique vj' 
commune, les plans des six autres coniques, suivant lesquelles elles se 
coupent deux à deux, passent par un seul et même point Y. 

A un point quelconque P, de g, correspond dans ■,-* un couple de points 
associés, ou un point associé à lui-même, ou pas de point réel, suivant 
que le rayon principal de Y, qui correspond au rayon YjP, , coupe la 
conique ■;' en deux points, ou lui est tangente, ou ne la rencontre pas. 
Les différents points de ^„ auxquels correspond dans le réseau 1 un 
[wmt associé à lui-même, sont situés sur une surface Kj' du second 
ordre; en effet, toute droite j, contient au plus deux de ces points, 
parce que du point Y on peut au plus mener deux tangentes à la conique 
correspondante -■'. 

104. Toute droite x, qui rencontre la conique ïj' en un point -\, est. 
aussi (II, page 262) un rayon principal du réseau £ ; cependant ses 
points ne sont pas accouplés involutivement par association, mais la 
droite x est projectivement rapportée à la droite correspondante «j et 
ses points ont pour associés ceux d'un autre rayon principal î, La droiteî 
rencontre aussi la conique yj' en un point ; elle constitue avec x la, coni- 
que qui coiTOspond à la droite x^ de S, ; elle est donc située avec x dans un 
plan passant par Y et coupe .-r en mi point associé à lui-même. Si la droite 
j: passe aussi par le point Y, s coïncide avec elle ; alors le point \ esl, 
associé h tout autre point de x, et à chaque point de x^ correspond le 
point X et encore un autre point unique du rayon piincipal .r. Le théo- 
rème précédent, n" 101, donne lieu alors aux exceptions suivantes : 

105. Sur chaque rayon principal s de ^, qui réunit le point Y à un 
point de X de la conique v;^ le point X a pour associés tous les autres 
points de ce myon ; la droite s est projeetive à la droite correspon- 
dante s, de 1„ mais tous les points de cette dernière con-espondent en 
même temps au point X, A l'avenir, nous représenterons par H^ la sur- 
face conique du second ordi'e pai- laquelle la conique kj* est projetée du 
]ioint y et par Hi* la surface conique con-espondante de la gerbe Y,. 

106. Les coniques de ^,, qui correspondent iiuv droites de ;S {It. 



y Google 



.TRIE DE POSITION. 



page 257) oui le poîotï[ coiuiiiun. A mi plaii a de 1, ne passant pas par 
Y correspond (11, page 266) dans Si une surface Fj' du second ordre, 
passant par \,. qui sera i-églée, conique ou non réglée suivant que le 
plan a aura avec la conique -q^ deux points, un poinf ou pas de points 
communs. A tout point de Fi^ correspond un seul point dans ç ; seul le 
point ¥j a pour élément correspondant une droite. A toule conique 
de F,' correspond dans ^ une conique qui lui est projective. quand elle 
ne passe pas par Y, ; dans le cas contraire, c'est une droite, 

107. Tous les points d'un plan ^, qui ont des points associés dans un 
autre plan •}/. sont en général situés sur une conique. En ellet, aux 
plans f et i];, correspondent dans l'espace s, deux surfaces du second 
orcke ; elles out en général en commun une courbe du second ordre 
passant par Y,, ([ui correspond à la di'oite ?i, et pai' suite aussi en géné- 
ral une deuxième «inifjue /.*,■' In" 100). V la conicpte /,|- cori'espundunt 
dans ^ ef»iît deu\ conique» associées l'une à Taulre; elles sont siluéc-- 
sur la surface du second ordre de i^ (|ui correspond an plan de/^,'. 

108. Du plan s, ne passant pas par ï, a poiu associée dans le réseau 
^ (n" -107) une surface du second ordi'e qui passe p.u' V el [)ar la 
(unique r,'. Pai' conséquent, tous ies poinfs de ç associés à eux-nitmcs 
sont situés sur une même conique et tous les points du réseau ^ 
associés à eux-mêmes doivent être situés sui' une surface K' du second 
ordre, qui est tangente à la surface conique H^ suivant la conique ti'. 
Cette surface K* est la surface nodale du réseau et elle contient les som- 
mets de tous les cônes appartenant au réseau. Cette surface nodale à 
son tour a pour correspondante dans S, une surface K,* du second ordre 
{n" 105). Deux points associés quelconques sont sur une même droite 
avec Y et, quand cette dernière coupe K% ils sont harmoniquement 
sépai'és par R^ Nous sommes évidenunent conduits ici à la même rela- 
tion involutive, entre les points de l'espace illimité, que celle qu'on avait 
trouvée dans le n" 21. 

109. Une droite quelconque a |)our associée dans le réseau 2 
(il" 108) mie conique passant par Y et mie conique quelconque /r, 
uue courbe &' du quatrième oi-dre plane ou gauche, suivant que /î' 
est ou non dans un même plan avec Y. Le point Y est un point double 
de k' et il est associé aux deux points d'intersection de k- et du plan 
15*. Si A' est une courbe gauche du quatrième ordi'e, elle est i'intereec- 
tioii de la surface conique Yk' et de la surface du second ordre qui 
est associée au plan de k' ; elle est donc de la premîùre espèct:. 
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1)0. Quand une conique k- est sur une même surface du second 
ordre avec la courbe r,^ elle n'a plus pour associée une coui'be du qua- 
trième ordi'e, mais bien une conique qui lui est projective. 

Ku effet, au plan de 2, qui contient les points correspondants à trois 
points quelconques A,B,C de k', correspond dans le réseau :;; mie sur- 
face du second ordre qui passe par r^ et iV,B,C, et par suite aussi par 
h' (n" 100). Et cette surface du second ordre seiti rencontrée pour la 
seconde l'ois pai' la surface conique Y/j' suivant la conique associée 
à fc'. Pour le cas où le pian de A:* passe par le point Y, le théorème se 
déduit du suivant : 

■111. Une surface quelconque du second ordre menée par la conique v]' 
a pour associées une autre surface du second ordre passant par vj^ (n" 1 1 0) 
et de plus !a surface conique Y'ff- ou H'. 

112. A une surface F' du second ordre entièrement arbiti'aire est 
associée (n" 109) une surface F' du quatrième ordre, dont Y est un 
point double. Les tangentes de F' au point Y forment une surface coni- 
(pie du second ordre qui coupe encore F' suivant une courbe gauche 
du quatrième ordre et de première espèce ; cette surface conique passe 
par la conique commune à F^ et au pian tf'. Toutes les autres tangentes 
que l'on peut encore mener du point double Y à la surface F' sont tan- 
gentesàF^ suivant les points d'une courbe gauche du qualrièîiie oi'dre et 
foi-ment une' deuxième surface conique qui est aussi tangente à la sur- 
face F^ Laconique 1)^ est unecourbe double deF'pai'ce que, en général, 
F^ est coupée deux fois pai- chacun des rayons de !a surface conique H*. 
(Voir n" 103.) Une conique quelconque de F^ a en généra! pour corres- 
pondante sur F* une courbe gauche du quatrième ordre de première 
espèce; ces courbes gauches sont deux à deux situées sur des côuesdti 
second ordre ayant Y pour sommet. 

H5. La surface F* contient en général quatre droites passant par 
Y ; elles joignent Y aux points d'mtereection X do P et r^ (n" Î05). 

'fout plan, qui passe par deux de ces points d'intersection X, a en 
coumwn avec F* une conique ;i laquelle est associée sur F* une conique 
qui lui est projective {n" MO). La surface F' contiait donc en général 
iîix systèmes de coniques ou peut être décrite de sis manières diflé- 
rentes par une conique variabie ; par un point quelconque de F\ 
il ne passe qu'une seule conique de chaque système. Un pîan 
quelconque coupe la surface F' suivant une eom'be du quatrième ordre 
qui R un point commun avec chacune des droites XT et qui a, en gêné- 
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raî, deux points doubles sur la conique v)-; il lui correspond sui- F" une 
courbe gauche du quatrième ordre passant par les quatre points \ 
fn" 108). On déduit facilement de laque : lessbt systèmes de coniques 
de F' sont conjugués deux à deux de telle manière que toute conique de 
l'un des systèmes est située dans un même plan e avec nue conique du 
système conjugué. Deux des quatre points d'intersection de ces deux . 
coniques sont sur if ; aux deux auti'es, F' est tangente au plan e, parce que 
F' est également tangente en deux points à la surface du second ordre 
associée à s. La surface F* possède aussi trais systèmes de plans doid)le- 
ment tangents et a deux coniques communes avec chacun de ces plans. 

1 1 i. De la représentation de F' surF' et du n" 115, on déduit immé- 
diatement que : un quelconque des six systèmes de coniques accouple 
involutivement les points de chaque conique appartenant au système 
conjugué, tandis qu'il rapporte projectivement les unes aux autres les 
coniques de» quatre autres systèmes. De la première partie de ce tliéo- 
rènie, il suit ([ue les dillFérents plans de chaque système se coupent eu 
un seul et même point II. Deux coniques conjuguées, qui ne sont situées 
sur aucun de ces plans D, sont confiées |)rojectivement par eux de telle 
manière qu'elles ont deux points correspondants communs ; elles engen- 
drent donc en général un faisceau de rayons du second oi'di'C (1, 
page l-i'i) et l'on en conclut : que chacun des trois systèmes de plans 
doublement tangents constitue un faisceau de plans du second ordie ; les 
tangentes doubles de F', situées dans ces plans, forment une surface 
conique du second ordre enveioi)pée parles plans U. Si la dernièi'e partie 
du théorème était inexacte, ii passerait en général par les points de 
contact des tangentes doubles deux coniques d'un seul et même système, 
ce qui est en contradiction avec le n" 113. (lonnne les six plans, qui 
joignent les droites XY deux à deux, fout partie aussi des plans dou- 
blement tangents à F^ chacun des trois faisceaux de plans Ii contient 
deux de ces six plans, qui sont opposés l'un à l'autre. 

115. Si F^ est une surface réglée, F* contient encore deux antres 
systèmes de coniques, qui passent toutes par V et qui sont couteimes 
deux à deux sur les plans tangents menés de Y à F' (n" 109). En outi'e 
des quatre rayons XY, on peut donc encore trouver quatre couples 
d'autres droites sur la surface F* ; elles conespondenl aux quatre cou- 
ples de rayons delà surface réglée, qui passent par les quatre points \, 
et elles coupent deux à deux les droites XY- 

1 1 a. Ouand F' passe pai' Y, F' se décompose en le plan v;' et en une 
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surface (lu troisième oixlre. Il esi encore intéressant d"él.u(lier la sur- 
face F|* de ï,^, qui correspond à une surface I''" du second ordre de ^. 
On trouye que F,* a les mêmes propriétés que la surface V" dont il vient 
d'être question. Le théorème suivant est utile dans cette étude ; La 
surface F' contient une courbe gauche du quatrième ordre, dont les 
points sont associés deux à deux ; F' coupe F* suivant cette courbe et 
suivant une autre courbe gauche du quatrième ordre ; la dernière esi 
située sur la surface nodaie du réseau (n" 108). 

H7 Aune surface Li^du second ordre de 2, correspond dans 2une 
Niufare L* du quatrième ordre à laquelle on peut en général mener une 
mfinité de tangentes doubles du point V. Ces tangentes doubles forment 
un cône du second ordre et sont tangentes à L' suivant les points d'une 
Hiuibe gauche du quatrième orilre et de première espèce; car elles 
coiïespondent aux tangentes que l'on peut mener à L^* du point Yj. 
Du point Y, on peut en outre mener une inlinilé de tangentes simples 
à L* ; leurs points de contact sont sur une courbe gauche du quatrième 
ordre, suivant laquelle L* est coupée par la surface nodaie du réseau ; ils 
sont par conséquent associés à eux-mêmes. La conique v;^ est une courbe 
double de la surface L* (n" 105), parce que L^^ est en général coupée 
<)eux fois par chaque rayon de la surface conique H,'. A une conique 
quelconque de Li', coiTespond en général sur L' une courbe gauche du 
quatrième ordre et de première espèce; ces courbes gauches sont, 
situées deux à deux sur des surfaces coniques du second ordie, ayant 
le point Y pour sommet. Si L,' est une surface réglée, L' contient deux 
systèmes de coniques dont les plans passent par Y et sont doublemeni 
langents à la surface L*. Si ï,,' passe par V . L' se décompose en le plan 
fl' et une sm'face du troisième ordre. 

118. INous n'avons pas l'intention de parler d'une manière bien éien- 
dne des suitacesL' dont la suifaeeF* dun" 112 est un cas particulier: 
nous nous contenteions de laiie une remarque sur les coniques qui 
peu\ent se tiou\er sur L' Une conique k^ de 2 a en général poui' 
COI I espondante diiis 1, mie u)urbe gauche du (juatrième oitlre, et 
seulement une tonique k,", quind W peut être réunie à >)^ par une 
surface du second ordie (n 110) Dans ce deniier cas, il existe encore 
une conique associée a i' qui correspond également à la conique A','. 
Trnjs pomts quelconques ABC de 2 peuvent toujours (n° 1 10) être 
rénnis pai une conique unique k laquelle correspond encore une 
C(nuque dins 1, iiois points de X, peuvent en général être réunis 
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par rjualrf ronif|iief; auxquelle^i corrospoïKlent de^ couples de coniques 
dans 2. 

IIÔ. Un plan <f, ne passant pas pai' Y, ne coupera L' suivant des 
coniques que si L,' a en commun avec la surface du second ordre cor- 
respondante à 9 dans ïi , non pas une courbe gauche du quatrième ordre, 
mais deux coniques, et si par conséquent il lui est doublement tangent. 
Tout plan qui a des coniques communes avec L* est donc un plan dou- 
blement tangent à la surface F*. Lesconïques de L' sont associées deux à 
deux, ou bien, dans des cas paiticuliers. elles sont associées à elles- 
mêmes. — L' ne contient des droites que si I^i^ est une surface réglée 
OH conique du second ordre et si à ses rayons individuels correspondent 
des rayons principaux du réseau. 

■1 20. L'étude du réseau :;; de Fj considéré dans les 1 9 dernière numé- 
ros se termine pai' un cas tout à fait particulier. En effet, les dîfff''rentes 
surfaces du réseau peuvent avoir encore un point commun en miti-e 
de, la conique r^. Ce point joue alors le rflle. du point Y; car tous 
les rayons princi])aus *■ du i-éseau, qui ne j'cncontrent pas la coni- 
que ïj', passent par lui. Toutefois, les points d'un pareil rayon principal 
s ne sont plus accouplés intolulivement par association, mais la droite s 
est rapportée projecti\euient (11. page ^265) à la droite S, qui lui cor- 
respond dansai. De mf^me que ces rayons principaux s de il passent 
tous pal- le point Y. de uieiue les i ayons correspondants Side S, se cou- 
pent tous au point Y, \ ce dernier coiTespondent tous les points du 
plan T^, et de la même manièi-e le point Y a pour coiTespondants tous 
les points d'un plan r,,^ de S; (lï, page 265). 

l'Jl . D'après cela les espaces S et Si sont tellement rapportés l'un à 
l'autre que les gerbes collinéaii-es Y et Y, se coiTCSpondent, et que deux 
droites homologues de ces gerbes sont projoctives l'une à l'autre, mais 
que cependant, à chacun des points Y et Y, correspond un planiji' ou vi" 
ne passant pas par l'autre. A. tout plan de l'un des espaces con-espond 
en général une surface du second ordre dans l'autre, et toutes ces sur- 
faces ont en commun une conique (ij^ ou -i),^) et en outre un point (Y" ou Yi) . 
En général, la relation de 7. à S, est la même que celle de S, à S, ce qui 
n'a pas lieu pour les autres cas du réseau de F'. Si le^ deux gerbes col- 
linéaii'eu Y et V, sont projectives égales et si on les place l'une sur l'autre 
de telle maniëre qu'elles aient tous leurs éléments cnrreapondanis com- 
muns, si alors les deux plans i^^ et v;,' coïncident aussi Tun avec l'autre, 
les espaces 2 et 2j sont en involution. Ils constituent donc un sys- 
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lème im'olutifqui est. exaftemenl. le même que celui auquel nous sommes 
arrivés dans le n" lOS et précédemmeni dans le n" 21 . A une surface 
quelconque du second ordre de l'un des espace? coiTespond alore dans 
l'autre une surface du quatrième ordre, dont noua avons déjà iroux è les 
propiiétés principales dans les n°' de 112 à 115. 

Il faut remarquer encore qu'entre deux systèmes plans L et Si dont 
les lieux se correspondent dans les gerbes collinéaires Y et Y,, il'exlste 
une correspondance géométrique du second degré. 
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